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INTRODUCTION. 


Dans ce Mémoire, dont le titre indique le but, il est revenu sur bon 
nombre de questions qui avaient déjà été traitées dans d’autres 
travaux ('); mais ces questions sont traitées ici dans des conditions 


(*) Voici les travaux auxquels il sera renvoyé, et les abréviations qui les dési- 
gneront : 
a. Sur le problème de Dirichlet généralisé, équations non linéaires à 
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plus générales qu’antérieurement. La raison en est que, pour ces pro- 
blèmes non linéaires, on se sert de la méthode des approximations 
successives due à M. Émile Picard, et que chacune de ces approxima- 
tions s'obtient par la résolution d’un problème linéaire de même 
nature que le problème visé; dès lors le plus ou moins grand degré de 
perfection avec lequel est établie la théorie de ces problèmes linéaires, 
retentit sur l'étendue et la commodité des résultats concernant le 
problème non linéaire. C’est pourquoi il a paru désirable de pousser 
ici l’étude de ces problèmes linéaires aussi loin que le permettaient 
les méthodes employées (*). 

C’est en vue de questions de même nature que celles qui font l’objet 
du présent travail que M. Picard, on le sait, a imaginé la méthode des 
approximations successives (?). Cette méthode est ici employée de 
deux façons différentes (voir Chapitres XIV et XV), l’une analogue à la 
méthode de Newton pour résoudre les équations dont l’inconnue est 
un nombre, l’autre analogue à la méthode de fausse position. Cette 
dernière méthode n’est possible que grâce aux perfectionnements ici 
apportés dans l’étude des problèmes linéaires. 

Comme il ne pouvait être question de redonner complètement les 
démonstrations antérieures, on a du moins essayé, dans le présent 
Mémoire, d’y renvoyer d’une façon aussi précise que possible. Un 
certain nombre de démonstrations ont été tellement remaniées qu’il 


m variables (Annales scientifiques de l'École Normale supérieure, t. 43, 1926, 
p- 1-128). ; 

b. Sur le probléme de Dirichlet généralisé (deuxiéme mémoire) (méme 
recueil, t. 46, 1929, p. 131-245). 

c. Sur les équations aux dérivées partielles du type elliptique (Bulletin des 
Sciences mathématiques, t. 53, 1929, p. 367-395). 

d. Sur différentes questions relatives aux équations du type elliptique 
(Ann. scient. de l'Éc. Norm. sup., t. KT, 1930, P. 197-266). 

Voir aussi Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 190, 1930, p.613; 
t. 191, 1930, p. 244, 478 et 1110; t. 192, 1931, p- 471. 

(*) Certains résultats peuvent être perfectionnés par d’autres considérations 
(Comptes rendus, t. 190, 1930, p. 613), 

(*) Eure Picarp, Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées par- 
tielles et la méthode des approximations successives (Journal de Mathéma- 
tiques, 4° série, t. VI, 1890). 
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a fallu donner complètement leur nouvelle forme. Un certain nombre 
de rectifications et de compléments aux démonstrations antérieures 
ont aussi été introduits, et les notations antérieures ont subi, dans 
un but d’abréviation, quelques modifications signalées au passage: 
c'est ainsi que la fonction nommée ici solution élémentaire princi- 
pale et désignée ordinairement par G(X, =) difière de celle qui était 
antérieurement utilisée, par un facteur dépendant de &. 

Une notion fort utile dans toute cette étude est celle de fonction 
lipschitzienne, au sens généralisé, c’est-à-dire avec un exposant À 
quelconque (o < A1) (!). Il résulte de l’ingénieux exemple publié 
par M. Ruziewicz (?) que le cas où k est inférieur à 1 diffère profon- 
dément de celui où h=1, car, pour h<1, il peut n’exister de déri- 
vées pour aucun système de valeurs des variables. On verra ici que 
cette profonde différence n’entraine pas toujours une complication 
plus grande dans le cas où h< 1, car beaucoup des démonstrations 
qui vont suivre supposent essentiellement 1 <1. 


CHAPITRE I. 


FONCTIONS REPRÉSENTÉES PAR DES INTÉGRALES. 


4. Rappelons d’abord le théorème suivant (b, I, th. 1, p. 137) : 


Taéorème. — Dans l’espace (x,, &:, ..., Lm) sotent D, un domaine 
borné ouvert de la multiplicité x, = 0 et S, sa frontière. Soient d’autre 


(1) L(X, Y), désignant la distance V Xa(L— Ya) de deux points 
X(æ, Dae don An) et VV Ya wong Ym), 


on dit que 9(X) satisfait à une condition de Lipschitz généralisée ou est 
lipschitzien d’exposant / et de coefficient M, si, quels que soient X et Y, on a 


[o(X) — 9(Y) |S ML*(X, Y). 


Les mémoires antérieurs nommaient cette propriété continuité (L). 
(2) Srantstaw Rüozrewicz, Sur les fonctions satisfaisant à la condition de 
Lipschits généralisée (Annales de la Société polonaise de Mathématiques, 


t. VII, 1928, p. 68 à 74). 
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part ® et S les ensembles des points dont les m—x1 premières Coran 
nées sont respectivement celles de points de ®, et de S, et dont la dernière 
coordonnée x,, est comprise entre zéro (compris) et un nombre positi à 
donné. Soient o(A) une fonction bornée et intégrable (') d'un point de 
@,+ 8, et G(X, A) une fonction continue quand X appartient à un 
domaine convexe contenant M+ S(*) et A à @,+ S, et que ces deux 
points ne coincident pas, les dérivées oe étant continues dans les mémes 


2 x 
conditions et ces fonctions étant telles que (*) 
0G 
G(X, A) Nom (x, A), [TE] < Non (x, A) 
œ 
(ers, UO ASC 


où N est une constante. Alors la fonction (*) 


¥ (772 —1) 
F(X) =f CA Ve D) AVR TA dt an eh 
a, 


est lipschitzienne d’exposant ) sth <1, d’exposant quelconque inférieur 
ES ROY (mn be 

Cette conclusion est valable dans le domaine convexe dont il a été 
parlé. D’une façon plus précise, on a 


MN Te 
F(X)—F(Y)= Of »)| (A<1), 
O| MNL(X, Vlogs | Ce 


M désigne la borne supérieure de ||; L, est une longueur supérieure 
au maximum de L(X, Y) dans ® +8; la constante impliquée dans le 


symbole O ne dépend que de m si À 1, de m et du minimum de TL 


si À =1. On trouvera la démonstration dans le Mémoire cité. 


(") Ou mesurable; le passage cité disait : une fonction continue. 

(*) Le passage cité disait : quand X appartient à @ +S; mais l'hypothèse 
sur le domaine convexe est toujours vérifiée dans les applications de ce théorème. 

(*) On pose L(X, A) = VX, (x, — a,)°, les æ, et les a, étant respectivement 
les coordonnées de X et de A. 

(*) La notation ici employée pour les intégrales ne peut causer aucune diffi- 
culté. Elle est exposée, avec différentes règles de calcul, dans a, I, p. 6 à 32. 
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2. Théorème. — Si, outre les hypothèses du théorème précédent, 


(m—1) 
ot G(X, A) dV, 
a, 


/ 


est lipschitzten d’exposant À + h(o Ch<1— À), et sic est lipschitzien 
d’exposant h, F(X) est lipschitsien d’exposant \ + h. 


Soient en effet X et Y deux points de D + S. Soient D’ l’ensemble 
des points A de @ tels que L(X, A) << 2L(X, Y), et @' le reste de . 
Soient ®, les points communs à ®, et à ®’, et @, le reste de @,. 
Ona 


(7—1) 
F(Y)—F(X)= ff G(Y,A)[o(A)—o(¥)] dV 


a, 
(m—1) 
— [GX Ate(A)— (xd vs 
a! 
(772 — 1) 
+[2(¥)—2(X)] fi G(Y, A) dVq- 
(on 


(mn —1) 
+f [G(Y, A)— G(X, A)][o(A)—o(X)] Va 
@' 


(m—1) 
+0(X) f [G(Y, A) — G(X, A)]dVa. 
a, 


Sous la premiére intégrale se trouve une fonction 


O [ MNLÀ+i-m+1 ( Ve A )]: 


l'intégrale est donc of; L"(X, Y)| (votr b, I, th. 1, note de la 


page 138) (on suppose que M est aussi le coefficient lipschitzien de o 
pour l’exposant 4). Même sorte de limitation pour la seconde intégrale. 


Le troisiéme terme est O ee ÉRAEX, Y)|. Le quatriéme est 


MN +h 
Er ver LL) 


(on applique le théorème des accroissements finis à G; voir b, I, 
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th. 1, p. 139). Enfin, si N’ est le coefficient lipschitzien de 
(m—1) 
if G(X, A) dVa 
YQ 


pour l’exposant À + A, le terme restant est O[ MN’L‘*“CX, Y)]. 
Done F est lipschitzien d’exposant À + / et de coefficient 


1 J A le 
o| MN(; + a) + MN |; 
la constante impliquée dans le symbole O ne dépend que de m. 


3. Remarque. — Si l’on avait À + h=1, la limitation de l’avant- 
dernier terme ne serait plus valable; on aurait alors 


F(X) F(x) =0[M(> +N’) L(X, ¥) log pa |; 


la constante impliquée dans le symbole O ne dépend que de met du 


idee 1: 
minimum de TA 


4. Tutorime. — Sz, dans l'énoncé du théorème précédent, on remplace 


l'hypothèse À} + h<1 par l'hypothèse À + h>1, et si l’on remplace 


(722 — 1) 


l'hypothèse sur Vintégrale lk G(X, A)dV,, par celle que cette inté- 
YQ, 

grale admet, par rapport à x, (x étant un entier donné, 1<a<m) une 

dérivée continue, la dérivée de F(X) relativement à æ, existe et est con- 


tinue. 


Soit Y le point déduit de X enremplacant x, para, + ¢ sans changer 
les autres coordonnées. Ecrivons F(Y) — F(X) comme ci-dessus et 
divisons par 6. Les limitations des trois premiers termes sont comme 
ci-dessus et par suite leurs quotients par à tendent vers zéro avec à. 

Je dis que le quotient du quatrième terme par à tend vers 


(m—1) IG é 
ah TE (X, A)[o(A) —o(X)]dVa 
53 O25 


quand © tend vers zéro. En effet, = étant un certain point du segment 
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de droite XY, on a, d’après le théorème des accroissements finis, 


G(Y — 
(Y, A) ; SDL NLIN(E, A) <a NL" (X, A). 


Soit € un nombre positif donné. Déterminons un nombre positif n tel 
que, en étendant l'intégrale à L(X, A) < n, on ait 


(m—1) 
aM f Liti-m(X, A) dVi< 7 


Supposons 2|¢| <x, de sorte que @, comprend le domaine L(X, A) >». 
En intégrant dans ce dernier domaine, on a, si 6 est assez voisin de 
zero, 


(m—1) sak xX dG * 
KE) oma, 
car le premier crochet est a (E, A) i= 5X, A) et, puisque 
L(X, A) > et L(X, BE) < “, il y a continuité uniforme par rapport a 


l’ensemble des deux points. D’autre part, d’après le choix de n, on a, 
en intégrant dans le reste de ®',, c’est-à-dire dans 2/2] << L(X, A) <n, 


FOND cas < 3; 
de même, en intégrant dans L(X, A) < », 
(m—1) 
Lf Se (Xs A)[(FA) 2 (X)] dV <5 


Donc on a bien, si à est assez voisin de zéro, 


ia See fo(A) —o(X)] dV 


Of 


(m—1) 0G = 
— f OS (X, A)[o(A)—o(X)] dVa | <e, 
@, OX», 


et, puisque ¢ est arbitraire, notre terme a bien la limite indiquée, 
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Enfin le quotient par à du dernier terme tend vers 


a (m—|) 
Xe f G(X, A) dVi. 
a, 


Done 


: (m—1) 0 (m—1) 
=f Bea A)La(A) —2(X)]AVa 4+ 9X) gf G(X, A) dV. 
ot « Lo o, 


Si 
d (ma —1) : 
sf G(X, A) dV, |<N’, 
OL», 
®, 
on voit que à 
oF M ate 
i=l per +MN']. 


5. Remarque. — Si l'hypothèse relative à la dérivée de l'intégrale 


{ni—1) 
He G(X, A) dV, n’a lieu que pour les points X d’un certain ensemble 
a, 


compris dans ® +S, la conclusion n’a lieu que pour les points de cet 
ensemble. 


6. CoroLLaiRe. — En particulier, = 
. . % 
continu pour XA et si 
0G 
ed h—m+h 
ER = A HX, A), 


on a, pourvu que X ne soit pas sur S,, 


0 (7—1) (nt —1) 0G OG 
G X, a | 
= Je (X, A) dVy =f: (+5 om LA F 


(mn —2) 
f G(X, A)m. (A) dS,, 


+ 


©, étant l’un des cosinus directeurs de la normale extérieure à ‘S$ 
et dS, étant la mesure de l'élément de 8, (a, I, 13, p. 28; voir aussi, 
6, I, th.2, p. 140). En portant ce résultat dans celui du théorème pré- 
done on retrouve un théorème déjà démontré d’autre façon (b, I, 
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th. 2, p. 140). La formule obtenue peut donner une limitation de we 


a 
pourvu que X reste à une distance de S, supérieure à un nombre 
positif fixe. 


7. THÉORÈME. — Dans le domaine @(§ 1), soient w, (X)(n —1,2,...,p) 
p fonctions lipschitsiennes d’exposant h et de coefficient M. Soit 


ES . 5 . . 
CORN ante as Pareto RER ART 2 a+ 9 Oe) 


une fonction des 2p variables ¢,, w, et des points A de @, et X d'un 
domaine convcxe contenant ®. On suppose que si, B et C étant deux 
points quelconques de ce domaine convexe, on a 


Wn—=Wn(A), Pn= (1—0)m,(A) + 06'w,(B) + 9(1 — 9’) w,(C) 
(0951, 0S 4'S1), 
0G 


2 Be 0G 
et st X et A sont distincts, G, les a, À les si 0 = 


n=I,2,..., p) sont des fonctions continues de X, de A, des ¢, et 
des w,. On suppose encore que, pour ces valeurs des +, et des w,, 


A yy Ope Or 


Ua Pa; wn)| < NLM (X, A) (1—h <hS1), 


(X, À; On; Wa) 


| 2 < NLA~—1(X, A) CR OT I mk, Oe tie, of fs 


OXy, On 


N étant indépendant de X, de A, de B, de C, de 0 etde 0’. Enfin on suppose 
que, st Ô— 0, G est identiquement nul (pour X AA). Alors la fonction 


(m—1) 
F(X) Ay GIX, A; w,(X); w,(A)]d Va 
®, : 


est lispchitsienne d’exposant À + h— 1 st À €1. 


Tout d’abord le théorème des accroissements finis nous donne 


GIX, A; w,(X); wai(A)] 
=2,[%,(X)— w,(A)] a0 LX A; (1—080)mæ,(A)+0m,(X); w(A)] 
q 


(0 <0<1), 
d’où ‘ 
| G[X, Aj n(X); w(A)]| <pMNL 5 sia, ie ): 
Ann, Ec. Norm., (3), XLIX. — JANVIER 1932. 2 
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l’exposant de L est plus grand que 1 — m, de sorte que l'intégrale est 
uniformément convergente. 
Soient X et Y deux points quelconques de ®. Nous allons limiter 
F(X) —F(Y). | 
Pour cela, soient ©’, D’, D, D les mémes domaines qu’au para- 
graphe 2. Ona 


(m—1) 
MN | 
G[Y, A; wn(Y); œ(A)]dV =0[ pea Bs Y)|, 
Bs 1e Meh 


et de méme en remplacant Y par X au premier membre. 
Si maintenant A appartient à @, nous pouvons écrire 


G(X, A; w,(X); saat GLY, A; #2(Y); w(A)] 


SS i aa Oks Gr —8)¥ + 4X; 
A; (= Bt) + DCX) wr(A)} . 
+ By L@(X)— (V1 5 Fels HV + 9X: 


A; (1— 9) @n(Y) +0w,(X); w,(A)] 
CO SEE} 


PE : aG Paie Ê 
Mais sie, = sv, = #,(A), les Fa, Sont nuls comme dérivées de fonctions 
a 
nulles; done 


OG 
Ae lites. tee Aj; (1— 9), (Y) + G(X); w(A)] 


= Ey [(1— 9) 9 (Y) + 9074 (X) — wy(A)] 


2, 


OG 
de dv, 


[(1—80)Y +0X; 
A; (1— 8’) (A) + 6'(1 — 0), ( Y) + 08/œ,(X); w,(A)] 


cn (oT), 


(1 — 9) wy(Y) + Ow, (X) — (A) 
= (1— 9) [m,(Y) — wq(A)] + O[ 9 (X) — æ,(A)], 
d’où, A étant dans @,, 
| (1— 0)æ,(Y) + 8w,(X) — w,(A)| 


3 h À 3 h 
<[o—9)(3) +4 MLA(X, a)<(5) MLA(X, A). 
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Donc 
OG j 
de, LU —0)Y+0X; A; (1—0)œ,(Y) +0m(X); œ(A)] 
3hom+1—\—h P MNIA+A—7n—1 ( X, A im 


Un raisonnement antérieur (d, II, 4, p. 212; le présent théorème 
généralise celui auquel il est ici renvoyé) permet de déduire de la 
que 
(m—1) 
OG 

> = Wee es 3 

ie Ba (da — Ya) 5 [1 —8)¥ + 9X; 
Aj; (1— 9) mn (VY) + On (X); w,(A)]dVi 

- : 1 iF te 
— A+h—-1 (NX eee nl 
=0|MN1. Re |; 
si l’on préfère, dans le cas où À + h <2, on a aussi la limitation 

MN 
M4h— 
o[ — + (XV |. 

De même 


et 
Sil or(X) 0) f oer eee 
@'i 


A; (1—0)m,(Y) + 0m,(X); m(A)]dVi 


=) [ML (x, Y) log cn | 


si l’on préfère, mais seulement si À <1, on a aussi la limitation 


MN 
O l= LA+4—1 (X, y)] 5 
Si l’on objecte qu'il n’est pas démontré que les deux dernières inté- 
grales portent sur des fonctions intégrables, il suffit de parler des 
intégrales supérieures des valeurs absolues. 
En définitive 
O [MN (GE aa 7 POX, yy (A<1), 


F(X) — F(Y)= : 
O [ MINIMAX, Y) log a (dans tous les cas), 


ce qui démontre le théoréme. Les constantes impliquées dans les sym- 
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boles O ne dépendent que de m et de p dans la première limitation, 


UE L 
de m, de p et du minimum de Tr dans la seconde. 


8. Cas où K=1. — Si A=1, il est un cas où l’on peut affirmer 
que F(X) est lipschitzien d’exposant k : c’est celui où l’on est certain 
que, quelle que soit la facon dont 9 (qui dépend de A) peut varier 
entre zéro et 1, l’intégrale 

(mu—1) OG 
f{ 5 X3 A; (1— 9) wpn(Y) + 9p, (X); rn (A)] dVa 
@ 7 
est bornée quand X et Y varient de façon quelconque, et où de plus / 


est inferieur a 1. 
Pour le voir, écrivons, avec cette hypothèse, pour les points Ade, 


G[X, A; m,(X); m(A)] — GLY, A; m,(Y); w,(A)] 
= G[X, A; m,(Y); m(A)]— GLY, A; w,Y); wa(A)] 
+ G[X, A; Wn(X); mr(A)] — GLX, A; w,(Y); wn(A)] 
OG 
OX, 


Z ety (ea 
+2È,[w,(X) eme A; (1—0)æ,(Y)+0w,(X); w,(A)] 


= Xa (%e— Ya) 


[(1— 6) ¥+ 6X; A; m(Y); œw,(A)] 


(Oa et Ne EEE 


L'intégrale supérieure ou inférieure du premier terme est, d’après 
; NN MN 2 + 
ce qui à été dit, o| L"(X, Y)|, sous la condition h< 1. Quant 


1—h 
au second terme, si N’ est une limite supérieure de la valeur absolue 
de l'intégrale de l'hypothèse, la valeur absolue de l'intégrale (supé- 
rieure ou inférieure) est moindre que pMN’L’(X, Y). Donc, dans ce 
cas, 


rx Pryy—0)| MN: nr PRE D | 
(A) (Y) ra + MN'ILA(X, Y) |, 


: constante impliquée dans le symbole O ne dépendant que de m et 
ep; 


9. Cas fréquent où l'hypothèse précédente se vérifie. — Supposons 
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G : : . 
que les ——-— existent et soient, en valeur ee moindres que 
n 7 4 


ne st 2,...,p), etqu’en outre 5 [X, A ;æ,(X); w,(A)] 
une fonction H(X, A) Palau OPE" CX, ANT, 


a n’étant pas ee à m. Je dis qu’alors l'hypothèse précédente se 
vérifie. En effet , 


G ‘ 
X; A;-(1— 4), (Y) + 0æw,(X); BA] SH LX, A 5 W(X); su (A)]| 


< pMNL'-"(X, A) L'(X, Y); 


l'intégrale dans © est donc O | ML" (X, Y)log ir 
Ensuite 


aa donc bornée. 


(772 —1) (722 — 1) 
RG 

f (Xx, A; _(X); mA) dVi— ca 
LA qT 


la ) dV A 
oh oh 
(m1 — 2) : (m—2 
=f HOA) aA) as f H(X, A) wa(A) dSq, 
S S1 


S' étant la frontière de @, et de 0’, et &, se rapportant, sur S,, à la 
direction extérieure de la normale : ceci suppose toutefois que X n’est 
pas sur S,, et que 2L(X, Y) <4, à étant la borne inférieure de la 
distance de X aux points de S,. L'intégrale étendue à S,, si l’on 


suppose 
| H(X, A) | <N"L-(X CA) 


et si l’on nomme « la mesure de 5,, est en valeur absolue moindre 
que N” (Sy w. Quant à la mesure de S,, elle est O[ LL”? ie Y)|, de 


sorte que l’intégrale correspondante est O(N’). Si 2L(X, Y) > 4, la 
limitation reste la même pour les intégrales étendues à des parties de 
S, etdeS,. 
Notre proposition est vérifiée pourvu que X reste à une distance deS, 
supérieure à un minimum positif à, et l’on voit que 
N'— 0 (> + No 9-4 N’), 


la constante impliquée dans O ne dépendant que de m, de pet de L, 


UE us 
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10. Cas où w (X) — w (A) figure linéairement. — Si notre intégrale 
est du type Ke 
fo GX ALO) = AN AV 


on 


tout ce qui précède ($7 à 9) s'applique en se simplifiant. Les nom- . 
bres 0 et 6’, compris entre zéro et 1, deviennent inutiles. On retrouve 
ainsi, avec l’utile complément relatif au cas où A=1, un résultat 
antérieur (d, II, 4, ip. 211). 


(7m—1) ; 
11. Application aux dérivées de [ G(X, A)5(A)dV,. — On a, 


dans des conditions déjà indiquées (§ 4, 6), 


m—1 (m—1) 
ses G(X, warani=f ats A)[o(A) —o(X) dVy 


OX, 5 


(m—1) o(m—2) 
+ 2(X) f = + Je) a 8(x) | G(X, A)s,(A)dS, 
@ 


OX», da s. 
(asm). 


PG 


0G 
St nous pee aux hypothèses d'alors celle que les — ar les da da 


et les ——— _ aS (G=1, 2, ..:, m) existent et sont continus pour X34A 


et que 
es A= si pS eS Wg 
des =< NL*"(X, A), io < NL (X, A), 
0 (0G 0G : 
Pee mn J Lim —1 3 / 
dx es ra) | ee NI (X, A); 


la dérivée étudiée est lipschitsienne d’exposant k + h=1, pourvu que 
la distance de X aux points de S, reste supérieure a un minimum 
vositif à et pourvu que h+h< 2. 


En effet si d’abord À er 1, le premier terme est lipschitzien d’expo- 
- = : » . | I I "4 
santA+h—1 et de coefficient O [MIN = =) | (S 7) ; le 


second terme est lipschitzien d’exposant A-+-h — 1 et de coefficient 


MN ë ft ae 
0 | (S 1), la constante impliquée dans le sym- 
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bole O dépendant de m et du domaine ®, car l'intégrale 


NE 

(m—1) TRS 
f ce + av, est jes ), 

®, OX, -» 0a EE 


© étant la mesure de @, (b, note de la page 138), et d’autre part on 
peut prendre ML" comme coefficient lipschitzien de s pour l’exposant 
À + h — 1; enfin l'intégrale qui figure dans le troisième terme a toutes 
ses ieee continues et valant O (2 —"N), w étant la mesure de S,, 
et par suite le coefficient lipschitzien de ce troisiéme terme est O( MN), 
la constante dépendant de @, et de à. Donc si À <1, le-coefficient 
lipschitzien pour l’exposant À + h—1 est 


I Rae; 
UN Se eae regi 


la constante impliquée dans O dépendant de @ et de à. 
Supposons maintenant que À — 1. Nous avons à voir que, ¢ étant 
positif variable, l’intégrale 


(m—1) 
4. ae = (X; À) dV 
COM 


est bornée, @, étant L(X, A) >o. Or 
Da AG ON C/N 
iE nt) =0(7): 


la constante dépendant de @, (voir ci-dessus). D’autre part (§ 9) 


fo Ee A)dV,—O(N). 


mi 


Donc, si h<1, le premier terme est lipschitzien d’exposant À et 


de coefficient O Freni (§ 8). D’autre part le second terme est 


MN 
aussi lipschitzien d’exposant / avec un coefficient O Feces am: | (§ 1). 


Enfin le troisième est lipschitzien d’exposant À avec un coefficient 
O(MN). Donc sik =1 et h <1, la dérivée étudiée est lipschitzienne 
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‘ MN , 
d’exposant / avec un coefficient O ra] , la constante dépendant 
de Met dec. 

Ce théoréme pourra remplacer un théoréme antérieur wer I, th. 3, 
p. 142) qui conduisait à un exposant lipschitzien moindre, avec des 
hypothèses, il est vrai, plus larges (voir aussi b, I, th. 4, p. 144). 


12. Donnons encore l'énoncé suivant, dont la démonstration est 
toute semblable à celle d’un théorème antérieur auquel il suffit de ren- 
voyer (c, th. I, p. 370): 

Théorème. — Soit G(X, A;,,#2, ..., ,) une fonction du point X 
du domaine ® (§ 1), du point A du domaine @,, et des p variables w,, 
We, ..., W,. On suppose que G(X, A; ,) et les dérivées 


OG OG 0G 0G 


Fr le et i pop PRE CAES Dy re cat = ae Re A 
OF.) S00 AUOT COL Oy ( ee 


existent et sont continues par rapport à l'ensemble des 2m— 1 +p 
variables quand X et A appartiennent respectivement à D +S et à @M,+S, 
et sont différents, et quand, en outre, 


n= (1—0)#a(A)+0w(X)  (o£8<r), 


où les w, (X) sont p fonctions données définies dans ® +S; enfin on 
suppose qu'il existe des constantes 


RS M TEN (Oo<AS1, 1 —A<A<1, M>0, N>0) 
telles que, dans ces conditions 


| Wn (X) — wn(A) |< ML"(X, A), |G(X, A) |< NL-™+1(X, A), 


2G 0G 0G 
À—m 4 / N Re 
ont < NL (X; A), deo Tax < NLA+ iA); 
96 ®G 
À—m+1 PT le TOMA at 
Wn 5 = abe ( À ) Oxy Wy, | = air (X, A ). 


Alors les dérivées de la fonction 
(7—1) 
F(X)= f GLX, A; ia(A)]dV,, 
®, 


relatives à æ,, Xs, , X,,_,, existent et sont continues en tout point de ®. 


1 , ee ue 
* 
ore 77 
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Le résultat obtenu est en effet 


“ca 
0G 
gas Se LX As wa(A) [+ 98 Rel Agen X)] AV, 


(72 — 2) 
oye Cima CAV dS.) bam 
Ss 


or 


13. Cas où x,, est toujours nul. — Dans ce qui précède, z,, pouvait 
varier entre zéro et une limite positive. Si l’on astreint æ,, à être tou- 
jours nul, tout reste vrai, mais il n’y a plus à faire d’hypothèse sur les 
dérivées relatives à a,,. Il revient au même de considérer alors des in- 
tégrales d'ordre m, car cela revient à appeler m + 1 ce qu’on appelait 
m(6,1, th. 5428, p. 146 et 147.3:c, th: 143, p. 370 à 375). 


CHAPITRE IT. 


FORMULES DE GREEN. 


1. Opérations & et O. — Ce chapitre est destiné autant à indiquer 
des notations constamment employées dans la suite de ce travail qu'à 
rappeler des formules qui s’obtiennent par une suite d’intégrations 
par parties. 

Nous poserons 


+ cu (Cate = NP RAR NE 


du 
+ 2,6 Fra 


Tu—=2;) Bda Be aoe 


dans cette notation, les a,, 8, les 6, etc désignent des fonctions données 
du point (æ,, 2, ...,%m) ou X, et w est une fonction arbitraire à 
laquelle s'applique l'opération #; on a 


hy, = ÀB,a Woe Bie Te fon) 710) 


et, dans la sommation %,,g, chacun des indices varie indépendamment 
de l’autre dé 1 à m, de sorte que si 6 >< 4, le terme se répète. 

Soit d’autre part S une multiplicité à » — 1 dimensions, située dans 
l’espace (a, æ5, ..., XL»); autrement dit S est l'ensemble des points 
obtenus en prenant pour æ,, ®, ..., Vm des fonctions de m—1 para- 

Ann, Ec. Norm., (3), XLIX. — JANVIER aes 3 
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mètres t,, ty. ..., ty—,. On suppose que les dérivées de ces m fonctions 
existent et sont continues et que leurs m déterminants fonctionnels ne 
s’annulent nulle part ensemble. Cela permet de définir, pour chaque 
point de S, les cosinus directeurs d’un certain sens choisi sur la nor- 
male: ce sont m nombres &,(a—1,2,...,m) tels que Zo; = 1 et 


: ; Last cal (ee aA ay x) 
proportionnels aux expressions (— 1)" "#7 Peu et, les 
ER OO ge | 


rapports ayant un signe donné; la notation x,,,, ..., 2, signifie ce 
que deviennent æ,,æ,,...,æ, quand on leur fait subir une permutation 
circulaire amenant x, en tête et qu’on supprime æ,. Au lieu de repré- 
senter une certaine région de S à l’aide des paramètres £,, t,, ..., 8», 
on peut la représenter aussi à l’aide d’autres paramètres À,, As, ..., Am—1 * 
on suppose que tout point de Sest #ntérieur à une région dont une telle 
représentation est possible, et que le nombre total des représentations 
nécessaires pour avoir S entier est fini. S peut done se composer de 
plusieurs parties sans points communs deux à deux. On prend pour les 
@, des fonctions continues du point correspondant de S, c’est-à-dire 
de ¢,, t:, ..., t,-, 3 On Suppose que S n’est pas incompatible avec ce 
choix (c’est-à-dire que S a deux cétés distincts). 
Nous définissons alors l'opération Ow par Videntité 


Ou 

Ou = 24,3 de, 3 Wx loan == Vu, 
i ER 
“5 


7) 


où Ÿ est une nouvelle fonction donnée sur S; on suppose que X est 
sur à. 


2. Autre notation. — Si les dérivées des a, 8 existent, nous em- 
ploierons aussi la notation 


ie : 0 0 du 
Su Li | a,6——)4 3,65 "cu 
0x8 de dx ETS OS : 


0 
Ou= Xz 80% 57— (dygu) + wu, 


dx 
avec 
. das 8 da, 
eds — Ze — TE & =) — > 8 ae 
© O28 : Axe Wy, 


3. Premiere formule de Green. — Placons-nous dans l'hypothèse 
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précédente ($ 2) et supposons de plus que S soit la frontière d’un 
domaine borné et ouvert ® ; on suppose encore qu’en tout point de S 


la direction (&,, &:, ..., @,,) aille vers l'extérieur de @. supposons 
enfin qu’or.a sur S 


Y= 2404 Da w= 3, (9, == Ze Tat) a 
où les 9, sont m fonctions données dans @ + 8, et dont les dérivées 
existent et sont bornées dans @+8('). On suppose aussi que les 
dérivées des a,,8 sont bornées dans +58, ainsi que les dérivées 
secondes deu. : 


Si l’on définit une nouvelle opération Pu par l'identité 


Ou du | du Og 
Ee eee D (oo Oe Vt —— ts ("Dg ee 0) 
a et Ox, Ona ti tt OG oO. 


on a alors l'identité (?) 


a(n) (77, —1) (a) 
i usu eas uOu as— f Pr AN, 
@ Ss (a) 


dV et dS étant les éléments de @ et de S. 


4. Opérations G et Z. — Une nouvelle opération peut ètre définie 
dans le cas où s'applique la seconde notation relative à # et 20 (§ 2). 
C’est Popération Z (dzéta ) : 


Zu — 2%, Ba a ag m8 su) + (6) — 2g Cy We ) Ue 


ou, si l’on préfère, 


Lu = L,65 (a Bu Cp Xy Oy Wo,) U 


0 
Ox 8 


Si maintenant nous ajoutons aux hypotheses que les dérivées des e, 
; Tee COUR < i 
existent, nous définissons l’opération G par l'identité 


0 Ou \ ‘ O 
Clb Sag A UN pue = 2a 5 (Catt) + cu. 
: B o 2 


(:) Avec la notation de D, p. 209, on aurait Y= — 2,6, wy. 
(2) Ces intégrales sont prises au sens de M. Lebesgue ; de même plus loin. 


20 GEORGES GIRAUD. 


Dans l'hypothèse plus étroite où les dérivées secondes des a,,g et 
les dérivées des b, existeraient, on pourrait aussi écrire 
2 | ( )—2 ae u)+ cu 
Bil = (Bey OU) — : 
Gu 2,9 On, 0x3 430 ) œ Oxy % 
nous ne ferons pas, pour le moment, cette hypothése. L’opération G 
est dite adjointe à l'opération #. 


5. Deuxième formule de Green. — Ajoutons aux hypothèses précé- 
dentes ($ 3 et 4) celles que les dérivées des e, et les dérivées secondes 
d’une nouvelle fonction ¢ sont bornées dans @ + S. On a alors 


(Un) (ni—1) 
aL (PF u — age) d\ = f (vOu — uZv)dS. 
o Ss 


6. Retour à la prenuère formule de Green. — Dans les mêmes hypo- 
thèses ($5), la première formule (§ 3) peut aussi s'appliquer à Gu ; 


ona 
(ue) a (2 —1) Un) 
{ ugudV= | azuas— [ Puavs 
ro) s @ 


l'opération P étant la même que plus haut (§ 3), comme on le voit 
immédiatement en faisant 6 = wu dans la deuxième formule (§ 5). 


7. Convention relative aux fonctions de deux points. — Nous aurons 
souvent à appliquer les opérations #, G, 6, Z à des fonctions F (X, A) 
de deux points X et A. Il nous est commode de convenir que, sauf 
avis contraire, les opérations & et @ portent sur le premier point, et 
les opérations G et Z sur le second point. 


8. Cas où F est du type elliptique. — On sait que F est dit appar- 
tenir au type elliptique dans un certain domaine si la forme quadra- 


tique en p,, Pas. «3 Pm 


24.3 4x.3 Px Ps 
est définie quel que soit X dans ce domaine. Nous supposerons que 
cette forme est positive, ce qui ne diminue pas la généralité. 
Nous désignerons alors par D le discriminant des a, 5, Qui est positif, 


ve 
TT 
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et par À. 8 le quotient par D du mineur de a,,g dans ce déterminant. 
Le produit par —4D-' du discriminant de P(§ 3), considéré 


: ou 
comme forme quadratique en u, oes 
1 


a 


, BS AD 4 
4 (e— >; oa) 24,6 Ao,8 (ea — 20,)(eg— 208); 


si cette expression est négative, la forme quadratique P est définie 
positive. 


CHAPITRE III. 


CAS PARTICULIER DU PROBLÈME LINÉAIRE DE NEUMANN. 


L. Fonctions H(X, =; 0) et K(X, =). — Nous nous placons, dans ce 
chapitre, dans le cas où les coefficients a,, ÉD an CG CO == 1,22 nee 1 
m) et le second membre / de l’équation du type elliptique (II, 8) 


Ou 
By 3 ————.~— 
808 Oa Oxe 


(1) Ft == ese pe ee + cu=f 
Hy, ‘ 
sont toujours lipschitziens d’exposant A dans un domaine borné ouvert 
D. La frontière S de ce domaine remplit les conditions déjà indiquées 
(II, 1) et en outre celle que les dérivées des coordonnées des points 
de S par rapport aux paramètres sont lipschitziennes d’exposant h. 
Sur S on se donne deux fonctions continues Ÿ et 9, la première 
étant celle qui sert à former l'opération Ou déjà définie (IN, 1); les &, 
sont les cosinus directeurs de la normale extérieure, On s'impose alors 


sur S la condition 
(2) Ou —v. 


Le problème de trouver une fonction u, ayant ses dérivées secondes 

continues en tout point de @, satisfaisant dans @ à l'équation (1) et 

sur Sa la condition (2), est ce que nous appelons le problème généra- 

lisé de Neumann, dans le cas linéaire. 

_ Dans ce chapitre sera rappelée une méthode exposée ailleurs (c, 
p. 380 à 384) quirésout ce problème dans certains cas ; certains points 

dela méthode seront ici éclaircis. 
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Il faut d’abord introduire certains éléments analytiques très utiles 
dans l'étude des équations du type elliptique. 

Si le nombre m des variables est supérieur à 2, nous définissons la 
fonction H (X, =; 0) de deux points X et & de l’espace par l'identité 


Dm 
I (= = :) 2—m 


EO. AE 0 "(2 Aes(E)(re— ba) (75 — Fs) ae (m> 2), 
4yn™D( =) : 


où l’on emploie la notation indiquée (IF, 8); sim— 2, on prend 


H(X; 3; 0.) = >= 
4rVD(E) 


log Xo.,3Aa,8(=) (La — Ex) (3 — &3) (m= 2). 


Dans les deux cas nous posons, avec la convention déjà faite (II, 7), 


K(X, Sy) =F UC Eso}, 


On a donné ailleurs (4, Ill, p. 161; notation un peu différente) 
l'expression de K (X, =). Le fait le plus important est que, quand X 


tend vers =, 
K(X) = 0 [Lier (XS), 


L'idée d'introduire H (X, =; 0) est due a E.E. Levi ('). 


2. Fonctions K”(X, Æ) et H (X, =; p). — Soit ®, un domaine 
borné ouvert contenant (+S à son intérieur. On suppose que sa 
frontière S, satisfait aux conditions déjà dites (II, 1), les dérivées rela- 
tives aux paramètres étant continues. On suppose que les coefficients 
(tz, 8) 04, © et f sont lipschitziens d’exposant À dans ,. 


Nous confondons K‘') avec K et nous posons 


(7) 
K(x, 2)= f KP) (X, A)K(A, 2) dV, (RE 
YQ, 


On démontre (4, II, th. 3, p. 150) que, si ph < m, 


K'?)(X, &) = Of Lp (X, E)]; 


(‘) Eugenio-Eha Levi, Sulle equazioni lineari totalmente ellitiche alle deri- 
vate parziali (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. 24, 1907, 
Pp. 275-317). 
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D 
CS 


si lentier p est tel que ph— m, 
pee 
K(X, =) — Ts ES 
(X 2) =0| loess | 
L, étant supérieur au maximum de L(X, 2) dans @,+58,. Enfin si 
ph> m, K(X, &) est une fonction continue de l’ensemble des deux 
points, méme s’ils sont confondus. 
Nous poserons encore 


P (vie) 
HCX =: py Hx, €: +> f HUX, Wo) Ki(A. =) 2 Va. 
@, 2 


n=1 


Cette fonction est continue par rapport à l’ensemble des deux points 
sauf quand ceux-ci sont confondus, et 


OL Etat XxX, 2): (n> 2), 


IL Xe = ; 
here 0 [ los raxtss | Ci), 


On voit tout de suite qu’on peut la dériver par rapport à l’un des 2,, 
que le résultat est continu pour X ~ = et que 
On ees FER 
7e Sn (X, &) |. 

On démontre de plus que les dérivées secondes existent et sont con- 
tinues pour X ~&, pourvu que X soit intérieur à ®, (c,th.4ets, 
p. 376 à 378 ; c, p. 381 et 382; un théorème énoncé ici, 1, 12 et 13, 
est essentiel à la démonstration); les dérivées secondes de H (X, &; 0) 
sont évidemment O[L~”(X, &)] et les dérivées secondes de l'ensemble 
des termes suivants sont O[L'-"(X, &)]. 


m 


s(n) 
3. Intégrales | H{(X, A; 0) p (A) dV,. — Si ¢ (A) est borné et 
a, 


intégrable, il est évident que les intégrales 
(772) 
ef. H(X,A;0o)p(A)dV\. 
a, 


et leurs dérivées sont des fonctions continues. Si de plus ¢ est lip- 
schitzien, les dérivées secondes existent en tout point intérieur à ©, 
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(1, 12, 13) et l'on a (c, p. 380) 
(m) 


Fu(X)=—e(X) +f K(X, A)p(A)dVa. 


O, 
Il résulte immédiatement de la que 


FH(X,E; p) = K(X, Z) 
et que 


(2) (72) 
# |. H(X, As p)e(A)AVa=— p(X) +f K+1(X, A)p(A)dVa. 
@ @ 


1 


4. Intégrales fe SHCX A; p)s5(A)dS,. — Il est évident que les 


© 


intégrales 


(4— 1) 
C= ie H(X, A; p)a(A)dSs, 
“Ss 

où 3 est une fonction bornée et intégrable des paramètres du point A 
de S, représentent des fonctions continues, même quand X vient sur S. 

Supposons maintenant que 5 soit continu. On va démontrer que si 
l’on considère seulement un côté de S (l’intérieur ou l'extérieur), l’ex- 
pression Ou a un sens bien déterminé, mais la valeur de Ow n’est pas 
la même des deux côtés (cette démonstration manque dans le Mé- 
moire c). 

Selon un procédé déjà indiqué (4, II, p. 165 et 166), nous intro- 


duisons des fonctions c,, ¢,, ..., ce, des points de S, proportionnelles 
à m polynomes en x,, æ, ...,æ,, et telles qu’en tout pointdes 
DAC = PROP ee Où 
SLT Pa (51, Say sey Sas) (= 1, 2, ..., m) est une représen- 


tation paramétrique d’une partie de S, les équations 
By = Pa + CoSm 


établissent, dans un certain domaine comprenant cette partie de S, 
une correspondance biunivoque entre æ,,æ,, ...,æ,ets,, PARLER 
les dérivées des x, par rapport aux sg, et celles des s, par rapport aux 
xy, existent et sont lipschitziennes d’exposant A. La valeur de s,, en 
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un point (a@,, ©, ..., &n) donné ne dépend pas de la représentation 
paramétrique adoptée. 

A tout point de l’espace suffisamment voisin de ‘8, nous faisons 
correspondre un point de & et un seul, savoir celui qu’on obtient en 
annulant s,, sans changer s,, 5, ...,5,_,. Si X est le point donné, X’ 


sera ce point de S (il ne dépend pas non plus de la ee 
paramétrique adoptée ). 

Cela permet de définir Ow pour les points suffisamment voisins de 
8 : on reprend la définition donnée (II, 1) en convenant de prendre les 
@, et Ven X’. St Ou tend vers une limite quand X tend vers un point 
donné de 8, cette limite est, par définition, la valeur de Qu en ce point 
de S (même si les dérivées de w n’existent pas sur S). 

Ici l’on a évidemment hors de S 


(m— 1). 
eu f OH(X, A; p)o(A) dSy. 


Mais si 
H(X, A; p) = H(X, Ajo) +3 (X, A), 


les dérivées de J sont O[ L'*’-"(X, A)]; par suite 
(m—1) ; 
f @J(X, A)o(A) dS, 
‘Ss 
est continu même sur S. Il en est de même de 


(ue —1) 
yx) f IL(X, A; 0)o(A) dSa. 


Ce qui reste de Ow peut s’écrire 
FRET ERNEST 
Ss 6 8 
cr See Ba (A) AEE) a (A) dB. 
S L 
La première intégrale porte sur une fonction valant 


Of Livi (Xx, A)]; 


elle représente donc une fonction continue même sur 8. Le dernier 


/ 
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terme enfin s'écrit 


ie 


on™ D(X) 


9 


pe a(A) 3a (v2 — da) Ba(A) dS.. 
S-  [ 3a,Aa,8(X)(La— aa)(xg— ag) |* 


Nous avons déjà établi (a, II, 17 à 22, p. 69 à 80) que cette inte- 
grale a une limite quand X tend vers un point de S par points de ©, 
et une autre limite si X tend vers ce point de S par points extérieurs 
à D +S. La valeur de Ou correspondant au côté intérieur est 


(7 —1) 


Ou + f @H(X, A: p)o(A)aS, A(Xsur s). 
2 ro} : 


2 


et l'intégrale existe, car L, (a, — d,)0,(A) = O[L'*"(X, A)] et par 
suite cette intégrale porte sur O[ L'*"-”"(X, A)] (X étant sur S). Pour 


le côté extérieur 


r (m—1) ‘ 
Ores ay @OH(X, A;p)a(A) dSy. 


4 vss 


9. Problème de Neumann; mise en équations de Fredholm. — Soit p 


un entier tel que 
(p+i1)A>1, 


Introduisons, pour résoudre le problème indiqué plus haut (§ 1), 
deux inconnues auxiliaires o et s en posant 


. (M2) (m—1) 
u(X)=— f H(X, Aso) e(A) dV a f W(X, A; p)e(A) dS:; 
a, s 


on voit que p est une fonction inconnue d’un point de @,, et o une 
fonction inconnue d’un point de S. Sv p est lipschitzien, on doit avoir, 
d'après ce qui précède, 


(mn) (mm —1) 
(3) PO) — f K(X, A)p(A)dVi+ af Kier) (X, A)o(A) dSy= f(X), 
a, Ss 
(m) 


(mr —1) 
(4) o(Y)— OH(Y, A 0)p(A) Va a fl OH(Y, A; p)a(A) dSy= 9(Y) 
(OF S 


Y désignant un point quelconque de $ et X un point quelconque de 
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D, ; (1) aura alors lieu aussi dans ©, — M — S. Or c’est là un système 
de deux équations auquel s'applique la théorie de Fredholm : on 
démontre en effet (b, Il, th. 1 à 4, p. 147 à 152) que l’itération suffi- 
samment répétée conduit à un système analogue mais à noyaux con- 
tinus ; le fait que les inconnues ne dépendent pas du même nombre de 
variables est sans importance (b, III, p. 169, owe, p. 382). 

6. Caractère lipschitsien de ¢. — Nous allons montrer que, dans 
tout ensemble fermé intérieur à @,, la fonction ¢ qui fait partie d’une 
solution quelconque de notre système de Fredholm, est lipschitzienne 
d’exposanthsi h € 1. Il en résultera aussitôt que les dérivées secondes 
de la fonction uv correspondante sont continues en tout point de @(§3), 
et que par suite cette fonction u est une solution du problème proposé. 

Supposons d’abord ph >t. Les deux fonctions s et 5 sont nécessai- 


L (m 
rement bornées. Montrons qu’alors f° K(X,A)o(A)dV, est lipschit- 
@ 


1 


zien d’exposant - dans tout ensemble fermé intérieur à @,. Nous 
avons tout d’abord les termes 

: Mie . .dH(X, Aso) Be 

(2) je He Een" PAG: 


dans tout ®,, ils sont certainement lipschitziens d’exposant quel- 
conque inférieur à À (1, 10, 13). Puis 


tm) OE X À \ é (77) : 
ba (X ) 2 p(A) AV et (xy f H(X, A; o)p(A) dV, 


oO, 3 1 
sont lipschitziens d’exposant h si h 1 (I, 1, 13). L'autre intégrale de 


(771—1) 


la méme équation (3), f Kier (X, A)a(A)dS,, est aussi lipschit- 
; h | es 
zienne d’exposant = car, par suite de notre hypothèse sur p, elle peut 
(7 —1) (mm) 
a © [ K(X, AJKP(A, Z)dVidSz 


(72 —1) 


(mn). ; 
+ KX; af KP (A, E)o(E) dSzdV,; 


s’écrire 
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or l'intégrale d'ordre ie 1 est bornée; donc l'intégrale donnée est 
lipschitzienne d’ exposant À ‘. Tous les termes autres que 9, dans notre 


équation, sont donc lipschitziens d’exposant * au moins; done ¢ lui- 


he 
méme est lipschitzien d’exposant — 
Pour arriver a l’exposant h G h<1), remarquons alors que 


l'intégrale 
™ JRH(X, A; 0) ; 
ee rr 


étendue à la région de ®, telle queL(X, A)> 2 > oest bornée quand à 
varie. En effet il en est d’abord ainsi pour 


™) JRHL(X, A 
aE Sree )— p(X) adVa, 


h 
puisque cette intégrale porte sur O [ LEE Ay]. Puis 


an) 2 7; ; 2 Tres 
a(X) f E HEXe A;o) d ee? avs 


0x, 0x8 Ja, ag 
porte sur O[L!-"(X, A)] et est donc aussi borné. Enfin 


ON HCA; Xo 
(sonra 

est borné (J, 9) puisqu’ on est à une distance de la frontière de @, 
supérieure à un minimum positif. Done (I, 8, 10, 13) l'intégrale (5) 
est lipschitzienne d’exposant À dans l’ensemble donné. Il en est par 
suite de même des termes autres que © dans l’équation (3); donc ¢ 
lui-même est lipschitzien d’exposant À. 

Si maintenant ph£i<(p +1)h, soient ¢’ et o’ les inconnues qui 
correspondraient à l’entier p + 1 (en supposant qu’elles existent). Il 
est évident que 


ati 1) 


p(X) = px) a f Kiew)(X, A )a'(A)dS:, EX ne 
s 


par suite © est encore AO ak d CERN h. D'ailleurs ces relations 


se résolvent par rapport à 0’ et ao’, de sorte qu’il est certain que ces 
dernières fonctions existent. 
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7. Un cas où le problème est soluble. — Nous renvoyons à un Mémoire 
cité (c, p. 383 et 384) pour la démonstration du résultat suivant : 


St @ est homothétique d’un domaine donné dans le rapport variable i 
par rapport à un centre dhomothétie situé à l’intérieur du domaine où 
les coefficients de l'équation sont lipschitsiens; si de plus Ÿ est remplacé 
par }'V où ¥ est une fonction positive donnée d’un point de la fron- 
ivére du domaine donné, notre système de Fredholm, et par suite le pro- 
bléme donné, sont certainement solubles si À est assez voisin de zéro. 


De plus, le problème n’a qu’une solution (d, addition, p. 266). 


CHAPITRE IV. 


DÉRIVÉES D'ORDRE QUELCONQUE A L'INTÉRIEUR DU CHAMP. 


1. Énoncé: introduction d'un problème de Neumann. — Supposons 
que les coefficients et le second membre de l’équation du type ellip- 
tique 
du 
OXy, 


Ju À 
(1) See ekg by 


8 OX» dxg mee aa 


sont lipschitziens d’exposant 4 <1 dans un domaine borné ouvert @. 
Alors st les dérivées secondes d’une solution u sont continues en tout 
point de @, elles sont lipschitziennes d'exposant h dans tout domaine 
fermé intérieur à ©. 

Pour le démontrer, nous allons prouver qu’à tout point de @ on 
peut attacher un nombre 7, tel que les dérivées secondes de wu soient 
lipschitziennes d’exposant / dans l’hypersphère (') de rayon r qui a 
pour centre ce point. Le domaine fermé donné pouvant être recouvert 
par un nombre fini de telles hypersphères, cela suffira à notre démons- 
tration. 

Nous pouvons prendre pour origine O le point donné de @. Soient 
®, Vhypersphére de centre O et de rayon 2r (r étant pour le moment 
indéterminé ) et ®, l’hypersphère de centre O et de rayon 3r. Sur la 


_(*) Nous employons cette expression parce que m peut ètre supérieur à 5. 
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frontière S, de @,, on a 


I Ou | 
ee 2a,8 Aa,8 La >— 5 Ap Laat acs 


9 étant une fonction continue, qui dépend aussi de r. D'après ce qu'on 
a vu (III, 7), sir est assez petit, le problème de Neumann consistant à 
calculer uw en se servant de l’équation (1) et de cette condition est 
soluble par la méthode du chapitre précédent dès que r est assez petit. 
Le domaine ®, du chapitre précédent (III, 2) sera ici remplacé par @,. 
Le raisonnement cité (ce, p. 383 et 384) prouve qu'une limite supé- 
rieure de r au-dessous de laquelle le problème est certainement pos- 
sible peut être fixée connaissant des limites supérieures des valeurs 
absolues des coefficients de l’équation et de leurs coefficients lipschit- 
ziens pour l’exposant À et connaissant en outre une limite inférieure 
positive du déterminant des 4, 4. Le problème est en outre bien déter- 
miné (vorr ci-après, XI, des raisonnements qui peuvent sur ce point 
remplacer ceux de d, p. 266). 


2. Dérivées secondes de la première intégrale. — Nous savons (IH, 6) 
gue ¢ est lipschitzien d’exposant / dans tout domaine fermé intérieur 
à ,. Je dis qu’en conséquence, les dérivées secondes du premier terme 
de u 


(m) 
— H(X, A; o)o(A)dV, 


@, 


sont lipschitziennes d'exposant h dans @,. 


En effet (1, 12): 


d? (m 2 
dx, 0x if H(X, A; 0)e(A) dV 


EE AH(X, Aj 0) ŒH(A, X: sd 
=f | eta) \ ©) x) lav, 
@ à 


VX 028 da, das 


rei OTA a: 2s 
+ o(X) fi D ata) 8 
ry 


Ody, 
5: 


5, étant la frontière de ®,. Or, au second membre, l'intégrale d’ordre 
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m— 1 est évidemment, dans @,, fonction lipschitzienne d’exposant h, 
"car on peut la considérer comme fonction composée des x, par l’inter- 
médiaire des as,,(X) et des x, eux-mêmes : or, dans @,, les dérivées 
relatives à ces fonctions intermédiaires sont continues, et ces fonc- 
tions intermédiaires sont lipschitziennes d’exposant À. 

A la première intégrale du second membre, nous pouvons appliquer 
le théorème (I, 7); ce sont les a,. (X) et o(X) qui jouent le rôle 
des w,(X) du théorème. Le nombre À est ici égal à 1, ce qui montre 
déjà que cette intégrale admet n'importe quel exposant lipschitzien 
inférieur à . 

Pour montrer qu’elle admet l’exposant , on va vérifier les hypo- 
thèses supplémentaires (1, 8). Les dérivées secondes relatives aux 
a, .(X) et à 0(X) existent et sont O[L-"(X, A)]. D'autre part, en 
dérivant par rapport à o, on a à considérer l'intégrale 


(™) 39 
DATENT 0) 
f day das Di 


étendue à la partie de ®@,, telle que L(X, A)> à, à étant positif 
variable : elle est bornée dans @, (I, 9). La dérivée par rapport à 
a, .(X), intégrée dans le même domaine, conduit à 


(mn) d d? 


p(X) 


elle est donc encore bornée dans @, (I, 9). 
Donc (I, 8) les dérivées secondes de ce terme de u sont lipschit- 
ziennes d’exposant h. 


3. Dérivées secondes de la deuxième intégrale. — Je dis maintenant 
que les dérivées secondes de la deuxième partie de u 


(m—1) 
of H(X, A; p)o(A) dSy, 
3, 


sont lipschitziennes d’exposant / dans |’hypersphére ’ de centre O 
et de rayon r. 
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Il est tout d’abord évident que le premier terme 
(mn —1) 
ie HEX A; 6)o(A) 48: 
51 


est holomorphe dans @'. 
s Q 9. . 
Passons à l’un quelconque des termes suivants; il peut s écrire 


(m —1) (m) 
if: s(E) f H(X, A; 0)K”(A, B)dV,dSz. 
Ss a, 


te 
on 


Soit D’ l’hypersphère de centre O et de rayon a; il est clair que 
(m—1) (7) 
je a(E) f H(X, A; o0)K" (A, =) dV,dSz 
S, D,— @" 


est holomorphe dans @’, car X est alors extérieur au domaine @, — @’. 
I] reste à examiner une intégrale qui peut s’écrire 


(772) a (7— 1) 
[ H(X, A; 0) | KA (A, B)o( 2) dSsdVvju, 
” @" CAE 


car, A étant dans @”, K'(A, Æ) est continu sur S, et la permu- 
tation des intégrations est légitime. D’après ce qui précède (§ 2), il 
nous suffit de prouver que 


(7m—1) 
iL K”(X, Z)o(2) dSz 
+ 


3, 


est lipschitzien d’exposant / dans un domaine contenant &” et contenu 
dans @,. C’est évident si n=1. Si n> 1, cette fonction est 


(7 —1) (77) 
4h g( fi K(X, A)K"—-0( A.) dV, dSs 
is D, -- Q(n—1) 


ET 


ach | 


(m) (72—1) 
+ f K(X, A f KA-U(A, B)o(E) dSadVi, 
Q Ss 


(n—1) 3, 


les Q(n) (n=1, 2, ..., p) étant des hypersphères de rayons décrois- 
sant depuis un nombre inférieur à 2r jusqu'à un nombre supérieur 
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x 


ar : 3 2 
à -— Dans le premier terme, on peut considérer K(X, A) comme 
fonction composée de X par l'intermédiaire des æ,, des da g(X), des 
b,(X) et de c(X) : la dérivation sous le signe f étant légitime par 


rapport à toutes ces fonctions, ce terme est lipschitzien d’exposant / 
dans Q(n). Dans le second terme, si l’on a déjà démontré que 


(n1—1) 
f K'-0(A. Byo(Z)dSe 
S 


est lipschitzien dans Q(n — 1), ce second terme est lipschitzien d’expo- 
sant À dans Q(n) (voir un point de la démonstration IL, 6). On voit 
bien ainsi que toutes ces intégrales sont lipschitziennes d exposant / 
dans le domaine Q(p) contenant @”. 

Nous avons ainsi fini de démontrer que les dérivées secondes de uw 
sont lipschitziennes d’exposant À dans @'. Par suite la proposition 
énoncée au début du chapitre est aussi démontrée. 


4. Dérivées troisièmes. — St, outre les hypothèses précédentes (§ 1), 
les dérivées des a, s, des b,, dec et de f sont lipschitstennes d’exposant 
h<1 dans @, les dérivées troisièmes de u existent et sont lipschitziennes 
d'exposant h dans tout ensemble fermé intérieur à @. 


En effet, nous avons maintenant 


(mn) (77) 
+ K(X, A)o(A) aia fe us (X, Aj[o(A)—p(X)] dVi 
D; 


OL, 
(772) (72—1) 
+00) f Ge +5 av ee. K(X, A)wy(A)dSy. 
a 


On constate toujours de la méme facon (I, 7) que tous les termes sont 
lipschitziens d’exposant quelconque inférieur à 4. Le même calcul 
montre que, pour p assez grand, les dérivées de K#*°(X, A) sont 
lipschitziennes et qu’il en est par suite de même de celles de 


(a1) 
af Kiet (X, A)o(A) dSy. 
Ss 


Si 
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or 


DORE ès ee 
DE TRE SEC 
"LS 
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Donc les dérivées de ¢ existent et sont lipschitziennes. Alors 


0? (7) 
arr X, A; A) dV 
a 08 Jo Sa EEE Ce 
Ur ŒH(X, A; 0) ŒH(X, A; 0) _OH(X, A; 0) 2 av 
ae ath pat Oxy, 0x8 Bee 0x, 0a pa) + Oxy, Oa: < 


m~" dH(X, A; 0) 
=f Fe p(A)ma(A) Sa; 


2 


les dérivées de l'intégrale d’ordre m—1 existent et sont continues 
dans tout ensemble fermé intérieur à @,; il en est de même des déri- 


‘ das € do . . 
vées de l’intégrale d'ordre m (I, 12, les “*2 et <° jouant le role des 
>) da dag 
wn) On démontre de même que les dérivées troisièmes de l’autre terme 
de z sont continues. Donc les dérivées troisièmes de u existent et sont 


=v, ona donc 


0? 9 
22,8 40,8 Fo dx + 2, Pr + cp 
of ES das,s du y ba du Oc ; 
T Oa, meal, Pe Ox, 0x, 023 “* Or, 0x, OX), fe 


le second membre étant lipschitzien d’exposant A, il en est de même 
(§ 1) des dérivées secondes de +, done des dérivées troisièmes de w. 


5. Dérivées d'ordre quelconque. — Si, outre les hypothèses précédentes, 
les dérivées d'ordre q des a,,s, des b,, de c et de f sont lipschitziennes 
d’exposant h <1 dans @, les dérivées d'ordre q + 2 de u existent et sont 
lipschitziennes d'exposant h dans tout ensemble fermé intérieur à @. 


En effet, si g=1, c’est la proposition précédente. 

Si g22, reprenons l'équation en ¢ ci-dessus : les dérivées du second 
membre existent et sont lipschitziennes d’exposant h (§ 4); donc les 
dérivées troisièmes de ¢ existent et sont lipschitziennes d’exposant h, 
c'est-à-dire que, si g = 2, le théorème est vérifié. 

Mais alors, si g23, les dérivées secondes du second membre existent 
et sont lipschitziennes d’exposant 2; donc les dérivées quatriémes de » 
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existent et sont lipschitziennes d’exposant h, c’est-à-dire que, si g=3, 
le théorème est vérifié. 
Et ainsi de suite si g > 3. 


CHAPITRE V. 


SOLUTIONS ÉLÉMENTAIRES PRINCIPALES. 


1. Solutions élémentaires : définition. — D'après ce qu’on a vu, 
S(p—1)h>m, K(X, &) est une fonction continue de X (III, 2) 
et par suite K‘”’ (X, & est une fonction lipschitzienne (III, 6), il en 
résulte que les dérivées secondes, par rapport à X, de 


(7) 
k H(X, A; 6)KP(A, E)dV, 


existent et sont lipschitziennes (III, 3). Done si l’on donne à p diffé- 
rentes valeurs remplissant cette condition, les fonctions H(X, 3; p) 
ne diffèrent les unes des autres que par des fonctions dont les dérivées 
secondes, relatives à X, sont lipschitziennes. 

Nous nommons solution élémentaire de l'équation homogène toute 
fonction F(X, &) satisfaisant à l'équation relativement à X, et ne dif- 
férant de H(X, =; p) que par une fonction continue ainsi que ses 
dérivées jusqu'au second ordre relatives à X. 

On pourrait, au moins dans certains cas, donner une définition plus 
simple (b, V, th. 1, p. 192). On a ici un peu modifié la définition 
admise antérieurement : on a changé le facteur numérique qui figure 


dans l’expression de H(X, =; o) et l’on a ajouté le facteur Dey 
VL(= 


C’est M. Hadamard qui a proposé le nom de solution élémentaire. 


4 cee OF u 4 SE c 
2. Equation x, D à OT L’équation 


du 
y 20 
a § é Trae 1 
dx? 2 


ou g est une constante positive, admet une solution élémentaire tres 
remarquable, dont l’expression va être rappelée (4, V, th. 2, p. 195). 
Sir=L(X, =), cette solution, déduite des travaux de M. Whittaker 
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sur les fonctions hypergéométriques confluentes (') et déjà considérée 
par M. Picard pour m= 2 et pour m = 3 (*), est 


m—1 m—s3 


2 


—2r 4 2 +2 m—3 7 2 

aig es <—( 8 epee pride (m22). 
Marre 287 

es) 92 Ma) 

5 s 


Quand r tend vers zéro, cette fonction a la partie principale exigée, 


iB — logr 


m 


m 
Jr T( — s)r (re D4; 


GR =S), 


et, pourrinfini, elle admet le développement asymptotique, indéfini- 
ment dérivable terme à terme, 


m—1 , 


n =e 
erg)? |, y re tpyf(2p—i) fm) 
2e\ornr Rect n! Il 2 Le 2 | 
2.9 ! 

a 


\ = 


c’est-à-dire qu'elle tend vers zéro, ainsi que ses dérivées de tout ordre, 
comme des fonctions exponentielles décroissantes de r; nous dirons 
qu alors ces fonctions tendent exponentiellement vers zéro. 


3. Solution élémentaire principale; définition. — Considérons une 


équation du type elliptique (II, 8) 


y du 
NL on QUS QC 
PH? 0x, OLR 


Ou 
+ Ze ba + CuO CRE T Se 0) 
O24, 


à coefficients lipschitziens dans tout l’espace, et qui, hors d’un cer- 
tain domaine borné, se réduit à 


du 


ea — LU —O ($— constante positive). 
dxà 


AUD 

Nous nommons solution élémentaire principale de cette équation une 

solution élémentaire G(X, ©), définie quel que soit X LE, et qui 

tend vers zéro, ainsi que ses dérivées de tout ordre, comme des fonc- 

I CO SES I SRE RE CAES = Re GRECE ES me er ee ANS OR Ra” Oh, eg 
(*) Wurrraker et Watson, Modern Analysis, Chap. XVI. 

(*) Emize Picarp, Bulletin de la Société mathématique, t. 28, 1900, p. 186 


à 191, et Selecta, p. 231 à 247, ou Rendiconti del Circolo matematico di 
Palermo, t. 37, 1914, p. 249 a 261. 
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tions exponentielles décroissantes de L(X, ©) quand, & restant fixe, 
cette distance augmente indéfiniment. 

Les conditions imposées aux coefficients de # hors d’un domaine 
borné peuvent sembler fort étroites et artificielles. Il serait évidem- 
ment intéressant de prouver l'existence de fonctions pouvant rem- 
placer G, dans des conditions plus générales sous ce rapport, mais ce 
n’est pas nécessaire pour notre but actuel, car les questions que nous 
traiterons seront relatives à des domaines bornés, et par suite nous 
pourrons, hors de ces domaines, définir l’équation de façon à satisfaire 
aux hypothèses actuelles. 


4. Premières conditions suffisantes d'existenee. — Dans #u, ne chan- 
geons pas les a,,8 ni les 6,, mais imaginons que c(X) soit remplacé 
par une fonction c(X, g) du point X et de la variable positive g, se 
réduisant à — g? hors d’un certain domaine borné, et telle que 
c(X, g)+ g° soit borné quand X et g varient [hypothèse satisfaite, 
notamment, si c(X, g)—— g° quels que soient Xetg|. 

Alors, st g est assez grand, G(X, &) existe. 

Pour le démontrer, admettons d’abord l’existence de G. Posons 


D ay =F [ Vs, #5 Ge Ee) er bs), 


ae 
ou F a la signification ie dite (§ 2). Ensuite posons, comme plus 
haut (IH, 4), 

K(X, 2) —FH(X, &; 0). 
Si l’on remarque que 


RUE RE EIC SIC EE) 
0x, 028: VD(E) 20,6 Au, 8 (E) (da — ba) (28 — Ëg 
X 2u,8,7,640,8(S )Aa,y(= )A 8,5(E )(æy — by) (a 5— Es) 


_, FOR (Eee bs) GET ys sag s(E) 


VD(E) [2,8 Aas (2) (Ga — Ea) (ap —E)]? 
xe g(S) Aya() — Aay(E)Ag.s(&)] (wy — Ey) (wa — 2) 


F"[ V2 As (E) (te — bu) (@e— Ep) 


x [VS 542,5 E) (a — ba) (7 — Ep) | 
ee ee ee. is 


22,8 40,6 (=) 


= 5e )l 


— g*H(X, &:0), 
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on trouve que, comme avec l’autre définition, 


K(X, = O0(L (RE), 


h étant l’exposant lipschitzien des a,,g, car 


0H Ou 


K(X, 2) = 2z,3[40.9(X) — aa.8(2)] 5— Ere 2a ba(X) a + [es 8) + aH: 
“em 


On voit de plus que si, = restant fixe, L(X, =) augmente indéfiniment, 
K tend vers zéro comme une fonction exponentielle décroissante de L. 
Si X et Z sont tous deux extérieurs a un certain domaine borné, K est 
identiquement nul (ceci a lieu méme si, hors d’un certain domaine 
borné, les a, 8 sont supposés constants, sans plus, au lieu de particu- 
lariser comme plus haut ces constantes). 

Posons alors, comme plus haut (II, 2), 

(m) : 
RUGX ET = REX EE: K(X, == f| (K(X, A)K(A, €) dV,, 
P (m) 
H(X, 2; p) = A(X, 3; 0) +>/ H(X, A; 0)K™(A, E)dV,, 


n=! 
les intégrales étant, cette fois, étendues a tout l’espace. On a encore 
Cit, 3) 
FEUX, ES; p) = KX ey 
On a donc évidemment 


F[G(X, 2)—H(X, B; 0)J)=— K(X, €). 


Mais la fonction 


(7) 


u(X, 2)= G(X, A)K(A, E) dV, 
satisfait évidemment a l'équation 

Fu(X, =)—=—K(X,E) (XZE) 
car le second membre est lipschitzien. Donc 


F[ G(X, E)— W(X, E; 0) — u(X, E)]— 0. 
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Si nous admettons que 
GX EN HR EE 0) = u(X, =), 
_u satisfait donc à l'équation intégrale 
(my) 
EX. == f u(X, A)K(A, ©) dV, + H(X, &: 1) H(X, 5; 0). 


Malgré le champ infini de l’intégrale, la théorie de Fredholm s’ap- 
plique à cette équation, en y regardant X comme un système de para- 
mètres. En effet, tracons une hypersphère de centre O et de rayon R 
assez grand pour que K soit nul quand les deux points sont hors de 
cette hypersphère. Si A est extérieur à cette hypersphère, le point A’ 
donné par l’inversion 


a nt (= 172 n) 
DO —————— ————— ——— = PA er care yal d 
MPEG RAR. La MES 
lui est intérieur ; on a alors 
d(a,, a, etter, Am) peat x ( R2 y 
QUA tla 2e dm) aj+ai+...+ a}, 


Soit =’ le point qui correspond à Æ par la même inversion. Posons, 
pour un instant, si = et A sont tous deux intérieurs à l’hypersphère, 


K(A, E)=N, (A, 5); 


si est intérieur et A extérieur, posons 


re 
[a 


É i Ga Gee aN 
K(A, 2) =— (“a 2 =) N 


R2 
si & est extérieur et A intérieur, posons 
K-(A, =) = N,(A, 3’). 
Si l’on a des fonctions e(Æ), o(Æ), nous poserons de même, pour = 
extérieur a l’hypersphère, 
P(E)= (2), 9(4)=9'(=’). 


Dans ces conditions, l'équation intégrale 


(m) 
(B= f v(A)K(A, 2) dV, + 9(E) 
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où l'intégrale est étendue à tout l’espace, peut être remplacée par le 
système 
(mm) (mn) à 
p(Æ) Blo ae Vv ‘(A) N; o(A, =) dVi+ o(), 


(mm 
e"( Df | N,(A, 2) dVa+ (2), 

où les points A et = sont dans l’hypersphère à laquelle sont étendues 
les intégrales. Mais N, = O[L/-"(A, Æ)] quand A tend vers &, et N, 

et N, sont partout continus : donc la théorie de Fredholm s'applique. 
Si o’ s’annule à l’origine, nous voyons qu’il en est de même de «’, 
car N,(A, O) est identiquement nul. Pour appliquer la théorie de 
Fredholm, il n’est dorénavant plus nécessaire de recourir à cet arti- 
fice, car les séries introduites par Fredholm se transforment terme à 
terme si l’on fait subir aux deux points du noyau une même transfor- 
mation. 

Done, si l’on n’est pas dans le cas d’un pôle de la résolvante, notre 
équation en w(X, =) admet une solution et une seule, et ce qui vient 
d’être dit prouve même que u(X, =) tend vers zéro quand, X tendant 
vers une limite, 2 s'éloigne indéfiniment (voir b, V, th. 2, p. 197 et 
198). Il en est de même si, = tendant vers une limite, X s'éloigne 
indéfiniment, car le second membre tend uniformément vers zéro et 
la limite est atteinte de façon exponentielle; de même encore si X et= 
s’éloignent tous deux indéfiniment de O, u(X, =) tend vers zéro. Siz 
tend vers X, u(X, =)= O[ L?*"""(X, &)], comme le second membre. 
Ce second membre a, relativement à X, des dérivées premières et 
secondes valant respectivement O[L'*"-"(X, &)] et O[L’-"(X, &)]; 
on en conclut la même chose pour les dérivées premières et secondes 
de u(X, =) relativement à X. On a donc 


(2 
F utX, =)=/ Fu(X, A)K(A, E) dV,+ K(X, E)—K(X, 5), 
d'où, puisque la solution est unique 
Fu(X, %)=— K(X, 2) 


En outre les dérivées de tout ordre, relatives à X, existent pour L(0, X) 
assez grand et tendent exponentiellement vers zéro, uniformément par 


SUR CERTAINS PROBLÈMES NON LINÉAIRES DE NEUMANN. 4I 


— 


rapport à =, quand L(O, X) augmente indéfiniment. Il est évident 
aussi que, si p est assez grand et que 


U(X IE) H(X, =; p) —H(X, SB; 0) + o(X, &), 


les dérivées secondes de ¢, relatives a X, sont continues. 

La fonction H(X, 2; 0)+ u(X, #) jouit donc des Proprutes exigées 
de G; on peut done ae la prendre égale a aG.Iln’yad’ tone pas 
d’autre fonction G possible, au moins si g est assez grand pour que 
c(X, g) soit négatif, car la différence de deux telles fonctions a ses 
dérivées secondes partout continues, elle s’annule à l'infini et elle ne 
peut avoir nulle part de maximum positif ni de minimum négatif (vorr, 
sur ce point, l’adaptation d’un raisonnement célèbre de Paraf, b, V, 
th. 2, p. 200, note); elle est donc identiquement nulle. 

Tout revient donc à prouver que l'équation homogène 


(mn) 
(8) =f p(A)K(A, 2) dV, 
n’a que la solution zéro. Il en est ainsi notamment si 
(772) 
+ [K(A, E)ldVi< q <1, 


q étant indépendant de &, car alors, si M, supposé positif, est le 
maximum de ||, on a 


(772) 
| f p(A)K(A, Z)dVal £a, 


ce qui, en mettant = al’endroit où |e = M, conduit à une contradic- 
tion. 

Nous allons voir que cette condition suffisante est remplie si g est 
assez grand. Prenons d’abord dans K un des termes 


Se iO EAS ES 0) 
ae EN dag 


dont nous at toi la valeur absolue; par un changement linéaire 


effectué sur les a, — Ë,, de façon à changer 2, ,A,,3(=)(a, — §,(a3— 65) 


Ann. ‘Ec, Norm., (3), XLIX. — FÉVRIER 1932. 6 
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en X.(a. — £,)?, on trouve que cette intégrale est moindre que 


u for 


M étant une constante lee de = et F(r) étant la fonction 
définie plus haut (§ 2). Par une homothétie de rapport g, ceci devient 


(ma) 
M “ni rit 2,5 


F, étant la fonction analogue à F, mais relative à g=1. Quand g 
augmente indéfiniment, la limite est donc zéro. On voit de même que 


(772) L 
ah avi—0 (<)> 
le] 


(47) 
ze ILe(A, 2) + 8 ]H(A, 2; o)[dVi=0(g—) 


as EU dVi[r= LAS El 


dV\, 


FREE 
day das Bit?) 


OH(A, E30) 
Ody 


by(A) 
et que 


[cette dernière intégrale tendrait encore vers zéro si l’on supposait 
seulement que g*[c(A, g)+g*] tend vers zéro uniformément par 
rapport à A |. Toutes ces intégrales tendant vers zéro, uniformément 
par rapport à &, l'inégalité voulue est satisfaite pour g assez grand et 
le théorème est démontré. 


. Retour à l'équation > wg U—0. — Si 
Ta 
F(u) qu 2 
T == — Su, 
fod Ox? 2 I 


l’opération adjointe Gu est identique à Fu. La solution élémentaire 
principale G(X, &), si g est positif, est la fonction F(r) déjà définie 
(§2). Si p(S) est une fonction continue quelconque d'un point X d’une 
multiplicité remplissant les conditions déjà dites (II, 1), et si » est la 


normale à S dirigée dans le sens (@,, By, ..., ©), 
: 2 l 
Ou(X) = Zu(X) =F + Y(X)u(X); 


neanmoins, méme dans ce cas, il est utile de distinguer @ de Z quand 
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ces opérations doivent être appliquées à une fonction de deux points, 
telle que G(X, Æ), car (IL, 7) cela indique sur quel point porte l’opé- 
ration; de même pour & et G. 

- En attendant une étude plus approfondie et plus générale, nous 
allons considérer, pour G(X, £)= F(r), les intégrales 


2 (772) (m1—1) 
7 G(X, A)e(A) dV,, a G(X: Ajo(A\dS,, 
@O es 


(m—1) 
f ZG(X, A)o(A) dS,, 
Ss 

où p et s sont des fonctions de points de @ ou de 8; nous les nomme- 
rons respectivement potentiel de domaine, potentiel de simple couche, 
potentiel de double couche. 


6. Lemme. — Sz, en plus des hypothèses déjà faites (Il, 1), les dérivées 
secondes des coordonnées des points de 5, par rapport aux m—1 
paramètres, sont lipschitziennes d’exposant h ainsi que les dérivées 
de (A), et st les valeurs limites du potentiel de double couche 


m—1 
wXy=af G(X. A)o(A) dS, CGT) 
CS; 
quand X tend vers les points d'une région de $ en occupant des positions 
situées d'un méme côté de S, ont, par rapport aux paramètres des points 
de 8, des dérivées lipschitziennes, les dérivées de o par rapport à ces 
paramètres eæistent et sont lipschitziennes dans tout ensemble fermé 
sans point commun avec la frontière de cette région de 8. 


Les valeurs limites en question sont 


(m—1) 
w(X)sto(X) af ZG(X, A)a(A) dSx, 
s 


e 


+ si X vient du côté de S vers où est dirigée la normale n, — dans le 
cas contraire. Il y a donc à prouver que les dérivées de 


(m—1) 
Gi | if ZG(X, A)o(A) dS, 
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relatives aux paramètres des points de S, existent et sont lipschit- 
ziennes. 

Remarquons que s est nécessairement continu. En effet nous avons, 
X étant sur S, une équation de Fredholm en 5, dont le noyau vaut 
O[L2-"(X, A)] (4, IV, p.175) et est continu pour X Æ A; u(X )étant 
continu, toute solution est continue ('). ; 

Introduisons les paramétress,, 52, ...,Sn_1 de X considéré comme 
point de S, et les paramètres correspondants ¢,, t, ..., tn, pour A; 
nous pouvons ne considérer qu’une région de S pour laquelle une 
seule représentation paramétrique suffit. Soit alors 


LOUE AR SSN TE 


ona 
à ON de ON ON 2 : 
N—O[L:-"(S, T)], 7g, TOLLS, Te + + 37, = OUA"(S, T)], 
ŒN O2N 2N 


— —m S T 
ends = OLS Mh 


as.0sa te dis AT DS OC 


D'autre part, 

dSi= DT) (Este. ln), 
où w(T) est positif, et où les dérivées de w existent et sont lipschit- 
ziennes. 

Alors (I, 1) l'intégrale (1) est lipschitzienne d’exposant quelconque 
inférieur à 1. D'après l’équation de Fredholm, il en est alors de même 
pour 5. Donc (I, 4, 6) les dérivées de l'intégrale (1) existent et (I, 11) 
elles sont lipschitziennes. Donc les dérivées de o existent et sont 
lipschitziennes. 


7. Lemme. — Dans les hypothèses du lemme précédent, toutes les déri- 
vées de u(X), considéré comme fonction de x,, Xs, ..., Lm, existent et 
sont lipschitziennes dans tout ensemble fermé sans point commun avec 
la frontière de notre région de 'S et ne traversant pas S. 


En effet, les dérivées de s existent et sont lipschitziennes, ce qui 
nous permet de renvoyer à un Mémoire antérieur (d, II, 4, p- 209) 


pour le reste de la démonstration (une démonstration plus générale 
sera donnée plus loin, VIII, 7). 


SR EEE A NT Se AT QUE 
(*) Voir VIT, 3, note. 
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8. Lemme. — Dans les mémes hypothèses, si l’on calcule Ou successi- 
sement pour les deux côtés de S en un méme point, les deux valeurs sont 
égales. 


Tout d’abord, d’après le lemme précédent, ces deux valeurs de Ou 
existent. D’après les détails de la démonstration du lemme précédent 
Co ;th. 3 p. 185 à 187), Ou se ramène à une somme d’intégrales 
dont les seules qui puissent éprouver une discontinuité au passage 
de S, sont des potentiels de double couche dont la densité est fonc- 
tion linéaire et homogène de s et de ses dérivées : donc, en un point 
de S où set ses dérivées sont nuls, les deux valeurs de Ou sont égales. 

Or, en retranchant de wu un autre potentiel de double couche dont la 
densité soit un polynome en ay, ds, ..., a, on peut toujours annuler 
en un point de S la différence des densités et ses dérivées. Nous 
sommes donc ramenés a prouver la proposition quand 5 est un poly- 
nome. D’autre part nous pouvons aussi, en ajoutant à S et en en 
retranchant ce que nous voulons, sans que la distance de X aux parties 
ajoutées ou retranchées tombe au-dessous d’un certain minimum 
positif, faire en sorte que S soit la frontière d’un domaine borné 
ouvert ®, la direction &,, &:, ..., ©, étant vers l’extérieur. 

Posons alors 9(X)=1 quand X est dans @, 0(X)—0o quand X est 
hors de @ + S; soit & l’extérieur de @+ S. Une formule de Green, 
appliquée à la partie de @ extérieure à une hypersphère infiniment 
petite de centre X, donne (II, 5) 


(m—1) { 72) 
A: FO Gea ANS sf GO A EECA AV 


(o] 
(n—1) 
+f G(X, A)@a(A) dS,— 9(X)a(X); 
ry 
en prenant maintenant la partie de & extérieure à une hypersphère 


infiniment petite de centre X et intérieure à une hypersphère infini- 
ment grande de centre O, il vient 


(m—1) + (7) £ oe : 
a ZG(X, A)o(A) d= f G(X, A)a(A) dV, 
s & 


(m—1) 
+f G(X, A)@a(A)dSy + [1 — 9(X) ]o(X). 


N'a ee ee CPU NET Pie 
. Fy AS : 
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Mettons X dans @ et prenons la deuxième formule; nous appliquons 
aux deux membres l'opération @ (III, 4), et nous désignons par 6; la 
valeur limite de @ quand X vient sur S par points de @ : 


(™m) (m—}) 
O,u =|: OG(X, A)Fa(A)dVa+ ef G(X, A)@a(A) dSy. 
[a] Ss 


. 


Mettons maintenant X dans G et faisons-le venir sur S; soit 0, la nou- 
velle limite de 9; la première formule donne 


(mn) (m—1) 
Ou f @G(X, A)Fa(A)dVy+ of G(X, A)@a(A)dSy. 
@ Ss 


Retranchons : 


(mn) (m—1) 


On On =| SOO IX Aiea Mae Oe 0.) f G(X, A)Bo(A)dSs: 


l'intégrale d'ordre m est ici étendue à l'espace. L'étude connue du 
potentiel de simple couche (III, 4) permet d'écrire cela 


nt 


(mm) 
O,u — Ou — @G(X, A)Fa(A)dV,+ Oa(X). 
Mais en retranchant membre à membre les deux premières formules, 
il vient 
(m1) 
Î G(X A YF (A) Vi = 7) 
quel que soit X. Par comparaison avec le résultat précédent, on en 
conclut 
O,u = O,u, 


et le lemme énoncé est démontré ('). 


). Lemme. — St Fu satisfait aux conditions précédemment énoncées 


(') Ce résultat généralise une proposition à propos de laquelle des travaux de 
LIAPOUNOF sont cités par M. Hapamarn, Lecons sur la propagation des ondes, 
p. 2. Une généralisation plus étendue sera donnée plus loin (VIII, 8, 9); voir 
aussi Comptes rendus, t. 191, 1930, p. 478 à 480. 
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(§3) et qu'en outre c soit négatif ou nul dans tout l'espace, si Dest l’in- 
térieur d’une hypersphère telle qu'on ait sur sa frontière S et à l’exté- 
rieur, atnst qu'aux points de @ assez voisins de 8, 


d'u 


——— — 0 
Ds RTS 


Fussy AT 
ul existe une et une seule fonction u assujettie aux conditions de prendre 
sur & des valeurs continues données 9(X) et de satisfaire dans @ a 
l'équation 

Fu =f(X), 


où f est une fonction lipschitztenne donnée. 


Remarquons d’abord que, si # est assez grand (/ > 0), l’équation 


We k ub 


admet une solution élémentaire principale G(X, =) (§4). Sur S, posons 


vV(X)=—1, pour définir les opérations © et Z; la normale sera 
dirigée vers l’extérieur. Posons 


(7) 
GH(X,E)= Re f G(X, À) G(A, E)dV,, 
 ® 


| G, (X, 2) = G(X, &)+ GERS: 
Soit 
(7) a (2 —1) 


u(X)=— G(X, A)g(A)dVi— | ZG,(X, A)o(A)dS;; 
(0) Ss 

o est une fonction inconnue d’un point de l’espace et s une fonction 

inconnue d’un point de S. Hors de @® + S, nous prenons f(X)— 0, et 

nous assujettissons les fonctions 9 et.s aux deux équations suivantes 


(22) (m—1) 
o(X) =m f G(X, A) o(A) adVa— 2 f ZGPX, A)ofA) dS, = f(X), 
= Js 


(772) 


= (772 —1) 
He oe G(X, A) o(A) dV, —2 ef Tee Niel Ay dS, — 01K); 
s 


(or) 


dans la première équation X est un point quelconque de l’espace, et 
dans la seconde X est un point quelconque de $. Comme dans une 


A Dre À 
. 
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question analogue déjà rencontrée (III, 5), la théorie de Fredholm est 
applicable à ce système d'équations intégrales ('). Si l’on n’est pas 
dans le cas d’un pôle de la résolvante, il y a une solution et une seule; 
pour prouver que la fonction u correspondante, définie dans ® +5, 
satisfait à la question, il suffit de prouver que ¢ est lipschitzien dans 
tout ensemble fermé intérieur à @. Or ¢ est continu dans cet ensemble 
d’après les propriétés de l'équation de Fredholm; de plus ¢ est borné 
dans tout l’espace. Dans la première équation, l'intégrale d’ordre 
m— 1 a, dans notre ensemble, ses dérivées continues, et l'intégrale 
d'ordre m également; comme /(X) est lipschitzien, p est lipschitzien 
dans notre ensemble. Donc uw répond à la question. 

Pour prouver que u existe, il suffit de prouver qu’en remplaçant les 
seconds membres par zéro, ¢ et o sont nuls. Or, si f et 9 sont nuls, 
u est nul dans ®, car, d’après un raisonnement de Paraf dont une géné- 
ralisation nous a déjà servi, sic <0, uw ne peut avoir ni maximum 
positif ni minimum négatif en un point de @; et le cas où c est négatif 
ou nul se ramène au précédent (b, V, 2° application, p. 223). Nous 
allons done prouver que si 9 et o sont solutions des équations homo- 
gènes et si u =o. dans @, ¢ et 5 sont identiquement nuls, 

En effet considérons les deux fonctions u définies respectivement 
dans l’intérieur de @ et dans l'extérieur de O+ S. On a 


Q;u — 0. 
Mais G,(X, A) ne diffère de F(r)($ 2) que par une fonction J(X,A) 
dont les dérivées secondes —7_ existent et sont O[L?"(X,A)]; on 


0x, das 
vérifie sans peine que les dérivées de 


(772 —1) 
aE ZJ(X,A)a(A) dS, 
oa 
sont lipschitziennes sur S(I, 1); on a done ($8) 


) 


(m—1) (m—1 
ef LGA(X, A)a(A) d= 0, f AMD Oe CV A) oC 
Ps) Ss 


(') Malgré le champ infini des variables dont dépend o (voir V, 4). 
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D'autre part, il est évident que 


(m) (72) 


ef G(X, A)p(A)dV,=0@, |  G(X,A)p(A)dVa. 
a 


Done 
O,u =o. 


Mais, hors de O+ S, on a Fu=hk' xu, et il est évident que ws’annule 

à l'infini de façon exponentielle. Mais w ne peut avoir nulle part, hors 

de ®, de maximum positif ni de minimum négatif : ni en dehors de 5, 

parce que — g*—k?<o, ni sur S, car, pour un maximum positif 
ed : 

atteint sur S, ou aurait = So, et par suite du signe de Ÿ on ne pour- 


rait avoir @,u = 0('). Donc west identiquement nul dans tout l’espace. 
D'après les propriétés du potentiel de double couche, co est donc 
identiquement nul. La première équation intégrale se réduit alors à 
p = — ku, et par suite p est identiquement nul. 
Le problème ne pouvant, on l’a vu, avoir deux solutions, le lemme 
est donc démontré. 


10. Lemme. — Si une fonction u, devant étre définie à l'extérieur 
d'une hypersphère & de centre O, est assujettie à s'annuler à l'infini, à 
prendre sur & des valeurs données o(X), et à satisfaire à l'équation 


du 


Da el) (g> 0) 


où f est une fonction donnée, lipschitzienne et nulle à l'infini, ce pro- 
bleme a une solution u et une seule. 


Il est évident que ce probléme n’a pas plus d’une solution. Pour 
prouver qu'il en a une, on peut se ramener au cas où / — 0 en ajou- 
tant à la fonction cherchée la fonction 

(m) 


G(X, A)f(A)dV,  [G(X, A) = F(r) (83) ], 


qui est nulle à l'infini comme on le voit facilement: si M est le maxi- 


(2) Ce raisonnement est de M. Gvrey, Journal de Mathématiqaes, t. 9, 1930, 
p. 1 à 80, spécialement p. 74. 
Ann, Ec. Norm., (3), XLIX. — FÉVRIER 1932. a) 
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on peut se reporter è un Mémoire cité de M. P 
est traitée pour m= mee mais il n’y a aucun changer 
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ait THÉORÈME. — Su satisfait aux Cube 0) à énoncées ( Ge HE 
st en outre c est négatif ou nul dans tout l “espace, la ob re a 


principale Le (X, &), relative à F, eiste et est unique 6 ye 


P PE, D 


Ce quia déjà été dit rend évident qu’il ne peut y avoir deux fone- To 
tions G différentes. Montrons qu’il y en a une; il suffit de le montrer Ra 
si c< o partout (d, I, 4, p. 201 à 203). RATE: 

Formons la même fonction H(X, =; o) qu’un peu De haut(§4)et 
déduisons-en K(X, =). Nous allons chercher une fonction u(X,=), . 
nulle à l’infini, à dérivées secondes partout continues, et telle que 


Fu(X, E)=—KW(X,E), 


p étant assez grand pour que le second membre soit EEE lipschit- Bs. 

men (SU ):: Pa: 

Soit S’ la frontière d’une hypersphère de centre O et de rayon assez A 

grand pour que, dans tout son extérieur &, on ait % 
Ou 


Fu= ara —gu (g>0). 
x 


Soit une autre hypersphére de centre O et de rayon plus grand que < 
celui de la précédente; la frontière de @ sera nommée S. 

On va former deux suites de fonctions u,(X,=) et v,(X, 2) (n—1, 
PET NS RS A ET EU D 

(1) Emite Picarp, Selecta, Pp, 231 à 247, ou Rendiconti del Cire. mat. di 
Palermo, t. 37, 1914, p. 249 à 261. 

(*) Cette démonstration est plus simple que celle quia été donnée antérieure- 
ment (b, V, t. 2, p. 98 à 208; d, I, 4, p. 201 à 203), elle comble une lacune 


qui restait ds ce qu'on avait dit Ralativement au cas où les coefficients sont seu- 
lement supposés lipschitziens. 
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oy ae a Les u,(X, &) doivent être définis pour X dans @ et ee Pr 
dans 6, et les uns et les autres satisfaire dans ces domaines aux équa- 
tions 
 Fu,(X,Z)=—K(X,E), #9,(X,B)=— K(X, 8). 
Si X vient sur S, u, devra étrenul, et u,(n>1) devra prendre les 
mêmes valeurs que ¢,_,. Sur S’, +, devra prendre les mémes valeurs 
"que w,. On voit ainsi oe pourra calculer de proche en proche w,, ©, 
Ug, Vas ++) Uns Vn» Unsry +. Toutes ces fonctions existent et sont bien 
déterminées (§9 et 10), car on a prouvé antérieurement (6, Y, th. 2, 
p. 197 et 198) que KV/(X, &) s’annule à l'infini. 

Prouvons maintenant que les w, ont une limite dans @ et les ¢, une 
limite dans &, que ces limites coincident dans la région commune, et 
définissent ans tout l’espace la fonction u(X, =) cherchée. On voit qu’il 
s’agit d'employer la méthode alternée de Schwarz, déjà utilisée par 
M. Picard dans des cas très étendus ('). 

Montrons qu’une fonction u(X), satisfaisant dans @ à l’équation 
Fu=o et prenant sur S la valeur 1, remplit sur tout S’ une condition 


osusq <1, 


_q étant constant. En effet wu est partout positif ou nul puisqu'il est égal 
à 1 sur S et qu'il n’a nulle part ailleurs de minimum négatif. D’autre 
part w ne peut prendre sur 5’ aucune valeur supérieure ni égale à 1, 
car autrement wu aurait un maximum au moins égal à 1 atteint en un 
point de ®, ce qui est impossible. La condition a donc lieu. 

De même si ¢(X) satisfait dans & à l’équation Fe— 0, s’annule à 
l'infini et prend sur S’ la valeur 1, on a en tout point de & 


osesq<t, 


avec la même constante g si l’on choisit convenablement celle-ci. 
Soient A, le maximum de |w,,; — u,| sur S et k, le maximum de 

Le —¢,| sur 5’. La fonction u,,,—u, —h,u est négative ou nulle 

sur S, donc aussi sur S’, et la fonction w,,, — u, + h,u est positive ou 


(es Émice Picarp, Leçons sur quelques problèmes aux limites de la théorie 
des équations différentielles, p. 139, 158, 199. 
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nulle sur $, donc aussi sur S’; donc, sur 9’, 


Un+s — Un | £ qlin > 


et par suite 
Kn<q lin. 


De même 
hn1SqKn: 


Ceci suffit à prouver que les w, et les +, convergent uniformément 
Leurs limites satisfont à l’équation aux dérivées partielles donnée car 
il résulte du calcul (§ 9 et 10) que, dans tout domaine fermé intérieur 
à ®, la valeur absolue des dérivées secondes de u,,, — u, estinférieure 
au produit de À, par une constante indépendante de n : on a en effet 


F ( Un+4 — Un) — O, 


et l’on doit done prendre fo dans les équations intégrales (§9 
sets et le coefficient lipschitzien de. dans notre domaine fermé sont 
donc O(h,), ce qui prouve immédiatement notre assertion, et l’on rai- 
sonne de même pour 6,4, — ,. 

Enfin ces limites coincident dans la région commune à @ et à &, car 
elles coincident sur la frontière 8 +S’ de cette région et leur diffé- 
rence ne peut avoir ni maximum positif ni minimum négatif. 


La fonction 
G(X,=)=H(X.E;p—1)+u(X,£) 


est donc la solution élémentaire cherchée ; le théorème est démontré. 


12. Dérivées d'ordre quelconque. — Premier cas. — Si, outre les 
hypothèses précédentes ($ 11) les dérivées d'ordre q des a, s, d'ordre q —1 
des b, et de c (q21), existent et sont lipschitziennes, on peut dériver 
G(X, ) jusqu'à 2q +1 fois, dont q+ 1 fois par rapport aux coor- 
données de X et q fois par rapport à celles de &, et ces dérivées de tout 
ordre tendent exponentiellement et uniformément vers zéro, si, l’un 
des deux points restant fixe, l’autre s'éloigne indéfiniment. 


Cela est évident pour la solution élémentaire principale de Fu = Hu, 
sic est assez grand (§ 4). Dans le cas plus général qui précède ($11), 
on vérifie de proche en proche que cela a lieu pour u,, ,, 
L 


Jets Le 
. . . ? Le 
ny +++, Ct par suite pour la limite u(X,=), car, même pour ces déri- 
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vées, -la convergence est uniforme si p est assez grand. En ajoutant 
H(X,=; p — 1), on vérifie que cela a lieu aussi pour G. 


13. Deuxième cas. — St, outre les hypothèses précédentes (§11), les 
dérivées d'ordre q de tous les coef ficients existent et sont lipschitziennes, 
on peut dériver G(X, B) jusqu'à 2q + 2 fois, dont q+ 2 fois par rap- 
port aux coordonnées de X et q fois par rapport à celles de &, et ces déri- 
vées de tout ordre tendent exponentiellement et uniformément vers 3éro 
st, l’un des deux points restant fixe, l’autre s'éloigne indéfiniment. 


Même démonstration que ci-dessus. 


14. Remarques. — Les possibilités de dérivation de G relatives à X 
ne dépendent que des hypothèses remplies par les coefficients dans 
une région où se trouve X. De même les possibilités de dérivation rela- 
tives à & ne dépendent que des hypothèses remplies parles coefficients 
dans une région où se trouve &. 

Si X tend vers = ou vers X, la remarque que si p est assez grand, 
les dérivées correspondantes de G(X, 2) — H(X,&; p) sont continues, 
est utile. 


15. Equation adjointe. — St l'équation Fu=o, remplissant les 
hypothèses du paragraphe 3, admet une et une seule solution élémentaire 
principale G(X, 2), tendant vers zéro, exponentiellement et uni formé- 


ment, quand, l’un des deux points restant fixe, l'autre s'éloigne indéfi- 


Zi ; Baie ale OA, 2 . 
niment, et st en outre les dérivées des a,,3 et des bz D Jae existent et 


Len) 


sont lipschitsiennes, G est, relativement à Æ, solution élémentaire de 
l'équation adjointe 


i 0 Ou” 0 Og,,8 Bs 
Gu == 20.8 Fg Cr — > Oxy | (2. 28 dave ) «| + CU — a 


On prouve d’abord très simplement, à l’aide d’une formule de Green 
(II, 5), que, si Gu = o admet aussi une solution élémentaire princi- 
pale, la proposition a lieu (b, V, th. 2, p. 200). Il en résulte que la 
proposition a lieu-pour les opérations #u— Æu et Gu — Fu, sik 
est assez grand. Soit G’ (X,=)la solution élémentaire principale 
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de Fu —k?u =o relativement à X, de Gu — k*u=o relativement 
à =. On peut dériver G jusqu'à trois fois, dont deux par rapport à X 
et une par rapport à &, et l’on a(§ 12, 14) 


OG 7 0G OG = 2—m(X = 
se =OIL'-"(X,E)), pte Pas == O[ L?-™(X, &)]; 
In S 
dG 3 OG 0?G pere 
= me = _— ee ee tee 5 
Ty DEA Of : ce )I; Ory, 0x8 Pe Ox 0&8 ( )] 


G' a les mêmes propriétés, avec possibilité d’échanger les rôles de= et 
de X. La fonction 


(21) 
G(X, 5) +6 f G(X, A) G'(A, €) dVa, 


où l'intégrale est étendue à tout l’espace, peut donc être dérivée deux 
fois par rapport à X, et l’on constate que 


(7) 
3| ox, E)+ ef G(X, A)G'(A, &) av, |= k? G'— k* G'=0. 


Quand X tend vers &, la différence entre cette fonction et G(X, Æ) est 
O[ L*-”(X, =)] et les dérivées de cette différence sont O [L?-"(X, =) |; 
il en résulte que les dérivées secondes de cette différence sont conti- 
nues même en Æ(b, V, th. 1, p. 192 à 194; quoique les hypothèses du 
théorème cité soient un peu plus étroites que celles qui interviennent 
ici, la démonstration s’applique entièrement). D'autre part notre fonc- 
tion et ses dérivées premières et secondes tendent vers zéro, de façon 
exponentielle, quand, & restant fixe, L(X, &) croit indéfiniment: en 
effet, d’après ce qui précède, il y a des constantes positives a et b 
telles que, pour L(X,Æ) > 1, on ait 


IG(X,E)|<ae- x 2], 1 G(X, E)| < ae-LRE). 


soit d’autre part M le plus grand des maxima de fea G(X, A)| dV, 
(mn) . 
et de f |G’(A, &)| dV,; dès que L(X, &) > 2, L(X,A) ou L(A,E) 


dépasse 1, et par suite, en partageant notre intégrale en deux 
autres étendues respectivement aux régions L(X, A) >L(A, &) et 


Or 
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L(X, A) <(A, €), on voit que 


(m) 
Lf G(X, A) G’(A, €) dV, 


<2Maexp |- SLR =) | 


notre assertion est donc vérifiée pour la fonction et on la vérifie de 
même pour ses dérivées premières et secondes relatives à X. Notre 
fonction a donc toutes les propriétés qui définissent la solution élé- 
mentaire de #u =o et par suite 


(m2) 


G(X, 2)=G'(X.B)+2{  G(X,A)G'(A,E) dvi. 


Il est alors visible sur cette formule que G peut être dérivé deux fois 
relativement à = et que 


(12) 


Gg G(X, =) =k? G(X, 5) — Pe G(X, 2) + 4 G(X, A) G'(A, B) dVa=o. 


Toutes_les vérifications sur l’allure de la fonction et de ses dérivées 
premières et secondes relatives à =, quand & tend vers X ou s’en 
éloigne indéfiniment, se font comme il y a un instant, de sorte que le 
théorème est démontré. 

Ce théorème s'applique notamment dans les hypothèses du para- 
graphe 11. 


16. CororLaIRE. — Sz, outre les hypothèses du paragraphe 11, les dért- 

, Oa : 5 
vées d'ordre q des az, et des by — Da us ae , d'ordre q — 1 de c, existent 
et sont lipschitziennes, G peut être dérivé jusqu'à 2q+ 1 fois, dont 
q+ 1 fois par rapport aux coordonnées d’un quelconque des deux points. 


La démonstration est immédiate, en rapprochant les paragraphes 12 
et 15. | 


17. Caractère lipschitzien de certaines fonctions. — Plaçons-nous 
dans les hypothèses du paragraphe 13. La fonction H(X, ©; p) admet 
les mêmes possibilités de dérivation que G et K/*'/(X, =) peut être 
dérivé g fois par rapport à chacun des points (29 fois en tout), le 
résultat étant lipschitzien d’exposant A sip est assez grand (p> m+2q) 
(c. th. 4 et 5, p.376 et 377). Il faut remarquer d’ailleurs que ce résultat 
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est lipschitzien d’exposant / aussi bien relativement à X qu'à E; il 
l’est donc aussi par rapport à l'ensemble des deux points; cela se voit 
toujours par l'application des mêmes propositions fondamentales (I, 7, 


8, 9, 12). Or nous avons vu ($4) que si [KAS IA <E< ie 


(m) 


G(X, ni [G(X, A) — H(X, A;0)] K(A, €) dVa+ W(X; 1); 


posons, dans cette relation, 


G(X, =) = H(X, mp) te e(X, ac 
nous obtenons 


(m) 


(772) 
o(X,E)= f p(X, A) KA, E) V+ fl H(X, A; 0) K”*(A, &) dVa. 


Or le dernier terme et ses dérivées jusqu’a l’ordre 2g + 2 (avec au 
plus g + 2 dérivations relatives à X et g relatives à 2) sont tous lip- 
schitziens d’exposant A par rapport à l’ensemble des deux points; on 
a d’ailleurs ici 


= (m) 
(X,2)=>) ip H(X, A; 0) K”+™(A, =) dV,, 
n= 


et il est visible que tous les termes de cette série ont la méme propriété 
et que les coefficients lipschitziens successifs ont des valeurs absolues 
inférieures aux termes d’une progression géométrique de raison ÿ#, 
car on peut décomposer le produit symbolique qui constitue le terme 
général dans le produit de 


(m) p+n 


H(X, A3 0) RÉF) (A, AN av, par K( 


p+n 


2 


a", 3) 
sip + nest pair, et de 


pin+i 


(m) ee, + 
f H(X, A: 0) K( 2 JOA, AY dV, par K ( 2 Dear =) 


Si p + nest impair; alors dès que n est assez grand pour que les déri- 
vées d'ordre g+2 du premier facteur relatives à X soient lipschit- 
ziennes d’exposant À relativement à X, le coefficient lipschitzien est 
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multiplié par # chaque fois que l’exposant symbolique de K augmente 
de 1; il en est de même pour les dérivées d’ordre g, relatives a=, du 
second facteur. La somme de la série, et par suite », ont donc les pro- 
priétés annoncées. Dans le cas général où l’on ne fait pas l’hypothése 


JU IKCAE) AV, Sk <1, on vérifie sur la formation de G($11) 


que les propriétés de ¢ subsistent. 

De même, dans les hypothèses du paragraphe 12, si p>m- 2q, 
les dérivées de G(X, 2) — H(X,&; p) dont l'existence résulte du para- 
graphe 12, sont toutes lipschitziennes d’exposant À par rapport à l’en- 
semble des deux points. 


18. Un cas où existe une équation remplaçant l’adjointe. — Aux 
hypothèses du paragraphe 11, ajoutons, sans plus, celle que les déri- 
vées des 4,,8 existent et sont lipschitziennes d’exposant A, h étant 
aussi l’exposant lipschitzien des 6, et de c. Nous allons voir que 


G(X, 2)=o(E) N(X, E), 


w étant une fonction positive bornée dont les dérivées existent et sont 
lipschiiziennes d’exposant h, et N(X, &) pouvant étre dérivé jusqu’à trois 
fois dont deux fois au plus par rapport aux coordonnées de chaque point. 
Nous formerons en outre une équation linéaire dont, relativement à 
=, w(X)N(X, &) est la solution élémentaire principale. 

Si c << 0, la fonction G(X, =), qui est infinie positive quand X tend 
vers &, n’est nulle part négative, puisqu'elle ne peut atteindre de 
minimum négatif; le résultat est encore vrai si c<o (d, I, 7, p. 204). 
L'intégrale étendue à tout l’espace 


(mn) 
a(S) =f G(A, 2) (A) dVa, 
où o est positif, borné et lipschitzien, est donc certainement positive. 


Montrons que ses dérivées sont lipschitziennes d’exposant h. Ces déri- 
vées existent certainement; l’une d’elles est 


Ow ROC 2 
=f 5p (AE) (A) AV. 


Ann, Ec, Norm,, (3), KLIX, — FÉVRIER 1932. 
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Or sip > m + 5 et que G(A,E) =H(A, Se + u(A, =), oma 


OG te hei OF 

DE ee (A, E;p)+ on As O's =), 

le dernier terme étant lipschitzien d’exposant A par rapport à l’ensemble 
ne ee JE, A Æ)p(A) dV, est lip- 


schitzien d’exposant A. Ensuite il en est ie mème de 


des deux points. Il est évident que 


” OH 
[tas 0) 0A AV 


car si l’on fait porter la dérivation sur D (=) ou sur l’un des Ag, (=), 
on a le produit d’une dérivée de ces fonctions par une intégrale ayant 
une dérivée bornée, et les autres termes de la dérivation conduisent a 
des intégrales lipschitziennes d’exposant quelconque inférieura 1. On 
a ensuite 


0 (772) (772) 
road a(x) fi H(X, A;0) K(A, 3) dV, dVx 
0 (mm) (mm) 
= f K(A,E) f H(X, A; o)p(X)dVx dVa; 
Ex 
: (n) 7 . . 

or si f H(X, A; 0)¢(X)dV, =¢,(A), cette fonction 6, a ses déri- 
vées lipschitziennes d’exposant / (on vient de le voir); alors 


(m) (mn) ni 
= | 5 D HCAS SS; 

f K(A, 2) p,(A) dV\= 23,7 as,, (A) — ag.y(2) | ao 2h, (A) dV, 
res : 
OH(A, 23 0 . 
+f 2 3 by a(A) ae 0,(A)dVq 


(772) 
+f [e(A) + g*] H(A, &; 0)p,(A) dVa. 


(m) en 
S'OPEHARES 0 : 
xt [apr A) — apr) p (A) dV 


ze OH (A, =; 0) ton . 
Ta i Lae 8,y(A) — ag, EN Fea fle A) — PACE) AV 


(mi) 
= 9 d \( Eat à DHEA RS 
+ eC) f (a + Jaz) LC CU CE RE av, 
t 


et (I, 8, 9) le second membre est lipschitzien d’exposant À. 
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Les mêmes règles s'appliquent à 
Canad OH(A, E; 0) 
a | A NS 


Enfin les dérivées du dernier terme sont lipschitziennes d’exposant 
quelconque inférieur à 1. 


(772) (nn) 


Donc les dérivées de H(X, A; 0) K(A, &)o(X)dV, dV, 


sont lipschitziennes d’exposant h. 
Ensuite si l’on a prouvé que les dérivées de 


(mm) (172) à 
fs) (CX, à 0) dV avi pe) 


sont lipschitziennes d’exposant A, on a à prouver la même chose en 
accroissant n d’une unité, ce qui revient à le prouver pour 


(772) 
1 KORE) OÙ) Vie 


cela résulte donc de ce qui vient d’être dit. 
Donc les dérivées de (2) sont lipschitziennes d’exposant h. 
Soit maintenant (d, I, 7, p. 204) 


Ot) =F (1ro— roe E CE), 
de sorte que Q(1)==1, Q(0) = Q'(0) = Q"(0) =Q'U) = Q, = 0 et 
que Q(t) + Q(1 —t) = 1. Nous prendrons un nombre positif R assu- 
jetti seulement a étre assez grand, et nous poserons 


w(X) pour L(O,X)<R; 
AO Qf2— =e | won | | | pour R£L(O, X)<2R; 


ne 


pour L(O,X)=2R: 


Dans tout l’espace, les dérivées de cette fonction « existent et sont 
lipschitziennes d’exposant h; cette fonction w est partout positive. 
Si R est assez grand, les dérivées secondes de w(X) sont continues 
pour L(O, X)2R, l'équation se réduisant alors à celle du paragraphe 2; 
nous remarquerons que les dérivées premières et secondes de w, pour 
L(O, X)2R, sont aussi petites qu’on veut si R est assez grand. 
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Soit maintenant G(X, =) = (ZE) N(X, 3); je dis que si Rest assez 
grand, les dérivées secondes de N relativement à & existent et que 


_. ON a 2 O(az,g@) | ON 
(2) 2.9 4208) gorge — 2e bal 2) — prey 2e | Mere he 


c, étant une fonction négative et lipschitzienne d’exposant h, se rédui- 
sant à — g° pour L(O,X) > 2R; je dis même que la solution élémentaire 
principale de cette équation, relativement a=, est o(X)N(X, =). Pour 
le voir, choisissons des fonctions a, 4 se réduisant à des polynomes 
pour L(O, X)< R et aux mémes constantes que les a, correspon- 
dants dans le reste de l’espace, et telles que les valeurs absolues des 
z,g— 4,8 et de leurs dérivées, et le coefficient lipschitzien de celles-ci 


ene ; 
pour l’exposant —, soient partout moindres qu'un nombre donné € 


(d, Ill, 1, p. 216). De mème les b, et c’ se réduiront a des polynomes . 
pour L(O, X) < Retles b,— 6, et c’ — cserontnuls pour L(O, X)>R; 
enfin les valeurs absolues des b, — b, et de c’ — c et leurs coefficients 
lipschitziens pour l’exposant seront partout inférieurs à e ; de plus c’ 


devra être partout négatif ou nul, ce qui est évidemment possible. Si 
alors on fait sur l’équation 


2 


du 
Ox, 0x3 


22,8 42,8 + À ba 


du ; 
OL, C0; 

qui est du type elliptique si e est assez petit, les calculs que nousvenons 
de faire sur l’équation donnée, la proposition se vérifie, car alors 
G'(X, =), solution élémentaire principale de cette équation, est aussi, 
relativement à ©, la solution élémentaire principale de l'équation 
adjointe G’u = 0; la fonction 


(m) 


PE) = G'(A, 2) p(A) dV, 


ayant ses dérivées secondes lipschitziennes, celles de w’, obtenu en 
remplaçant w par #’ dans l'expression de w, le sont aussi, et par suite 
si 

G'(X,E)=0'(E)N'(XE) 


, 


Re 2 O(a, 36 ON’ ; 
— 3a | Dal) — Spy OP No, 
os f So 
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avec 


on remarque que, d’après ce qui précède, c, est partout négatif puisque, 
pour L(O,2)<R, c, —=— £; il est évident que w'(X)N'(X, =) est, 


@!? 
relativement a &, la solution élémentaire principale de cette équation. 
Il s’agit maintenant de faire tendre € vers zéro et de montrer que la 
propriété se conserve à la limite. Or si € est assez petit et que nous 
nommions pour un instant H’(X, &; p) et K’”)(X,&) les fonctions ana- 
logues à H(X,3;p) et à K?)(X, &), mais relatives aux coefficients 
dass bas c’, on peut poser 


CO GX EE) W(X, =; p) HX EB; p)—-u(X, BS); 
en formant #u(X, 2) = Q(X, &), on constate (vorr 6, V, th. 2, p. 202) 
que, si p est assez grand et € assez petit, 
| 2(X, 2) | <n exp.[— pL(O, X) — pL (0, 3)], 
où y est une constante connue et où n est donné arbitrairement, et 
OQ ç; 


a 
on aura donc une fonction p(X, &) et une seule telle que 


l'on a une limitation semblable pour les n est choisi assez petit, 


(m) 
PRE) f p(A,E)QX, A) dVa— Q(X, €); 


cette fonction et ses dérivées relatives à = ont une limitation 
O{n exp[— pL (0, X)—pL(O, =)] 5 


or (b;V,th.2, p.207) u(X, =) s’en déduit par la formule 


(m) 


u(X, =)=— o(A, &)[ G(X, A) —H’(X, A; p)+ H(X, Aj p)]aVa, 


d’où résulte aussitôt que uw et ses dérivées relatives à X et à sont aussi 
petits qu’on veut. 

On en déduit que les valeurs absolues de w’ — w et de ses dérivées 
sont aussi petites qu'on veut; ces dérivées ont d’ailleurs un coefficient 


DUREE TASSE 
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lipschitzien borné. Dans la région L(O, ©) >R, Q(X, =) ne diffère 
de zéro que si L(O, X) < R; ses dérivées secondes relatives à & existent 
et sont aussi petites qu’on veut et il en est de même successivement 
de celles de p(X, =), de u(X, &) et de w(=) — w'(&); les coefficients 
lipschitziens de toutes ces dérivées secondes sont d’ailleurs bornés. 
De la résulte que les coefficients de l'équation en N’ tendent unifor- 
mément vers ceux de l’équation (2), pourvu seulement que 


pour L(O,2)<R 


(E)=— 


G) . . ne 
et que c, = ae dans le reste de l’espace, où G existe; les coefficients 


lipschitziens de ces coefficients, ainsi que ceux des dérivées des 4, 8, 
sont bornés dans leur ensemble; on peut dire aussi, en réduisant 
l’exposant lipschitzien, que ces coefficients lipschitziens sont infi- 
niment petits avec €. Il en résulte que N’ — N est infiniment petit 
avec €. 

Mais un raisonnement tout semblable, avec interversion des rôles 
de X et de &, prouve alors que la solution élémentaire principale de 
l'équation en N’, c’est-à-dire w(X)N’(X, &), tend vers la solution 
élémentaire principale de l’équation (2); cette solution est done 
w(X)N(X, €), et le théorème en résulte. 


19. Manière dont se comportent les dérivées de N(X, =). — On peut 
écrire évidemment, en donnant à F(r) la signification déjà dite (§ 2), 
N(X, ©) = ———___ F| 3,6 Aa. g() (a —E)(æ8—Es)] 

(Z)VD(z) | Li Pants 
: + O[ Lia (X E)] (m> 3) 
et aussi 
N(X, = 


: NN MSIE we Bons Pa SAY den 
ee B/S A UN) (Roe Let 
) @(X)VD(X) [\ a. a8 ( ) (Ta Ea) (xg Es) | 
+O] Li" XS )] (m> 3). 

Sim = 3, le terme complémentaire est O [log xs dès que L(X, &) 
est assez petit; si »— 2, il est O(1). Le terme complémentaire et 
ses dérivées jusqu’au troisième ordre (pourvu qu'il y ait au plus 
deux dérivations relatives à X et une par rapport à Æ}), dans la 
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première formule, se comportent comme 


: eae aaa i 
Se Pr?) H(X, Æ;0)] 
et les dérivées correspondantes ; on peut en dire autant de la seconde 
formule, après échange des rôles de X et de = 
A l’aide d’une des deux formules, on Dot de là que 


ON 
OX, 
ON ONs (Of E?-2(XP2)) (Gn > 2), 
ra Oy of L-A(X, =) ] (Bia Oooh 0) 


ES) Of Li=e (X22) | (m22), 


À étant positif quelconque dans le dernier résultat. Sur la première 
formule, on voit de plus que 


nn leon 

(x +) oe = O[Livm(X,2)]  (m22), 
et, sur la seconde, que 

jee = OLX) 

ae See O[LIT"(X,E)] — (m22). 
De plus, He 
dn, da, de, OS), 
ee ot | (m2 2). 


Écrivons de façon plus développée une de ces expressions : 
oN i 25 Ay,3(2) (x3— ks) 
Oi. dg OE, (= ZONE ) aa dx VSie Ac (E ) (æa— Es) (Te — E:) 
x FL 35e A5e(E) (wy — Be) (WB) 


O[L-™(X, =)], 
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ce qui s’écrit encore 


DEN i Ca 
Oxy, 0xg y w(A)YD(A) a Oxg dEy 


x F[V23,¢ A5e(A) (xg — Es) (we— ke) ] me O[L-™(X, à) |, 


à condition de mettre A en = après la dérivation; on a une-expression 


ŒN ; : 
analogue pour OE, 0p OEy” et, en ajoutant, on voit que 


( 0 a ŒN O[L-"(X,E)] (m29). 


Oa, Oey) Oxy Oe, 
De méme 
9 [ON ON 0 i F) ST Se ee 
Se oe ae | a ee V2) ey 2) 
(3e tm) dËg w(E)VD(E) Ox, LV 8 Ay,a( =) ( Y Ey (a ] 


I 


OA: 5 : 
À | Be (wy — En) (wa) 


<P VERS be 


+ ms mme 
w(E)VD(E) % 


sa OP &)], 


formule où l’on a appliqué au terme final un théorème antérieur (b, II, 


, , x d (ON ON 
th. 6, p. 156). Une formule analogue a lieu pour Æ, ee + ms) En 


ajoutant, on constate que 


0 0 ON ON 
= me RER a ye (er im(N = 
Cs FE) Ga es 7) TA 


20. Rappel d'un résultat antérieur. — D'une façon analogue, on a 
démontré (d, I, 7, p. 203 à 205) le résultat suivant : 


St, en plus des hypothéses du paragraphe 11, les dérivées d’ ordre q22 
des a,,8, d'ordre q — 1 des b, et d’ordre q — 2 de c existent et sont lip- 
schitziennes d "exposant h,on a 


G(X, 2) = w(X) w, (2) N(X, 5), 
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ouw et w, sont des fonctions positives, bornées, dont les dérivées d'ordre q 
existent et sont lipschitziennes d’exposant h et où N peut être dérivé 
Jusqu'à 2q +1 fois, dont q +1 fois au plus par rapport aux coor- 
données de chaque point. 


QUE , , a) . er à . . . . 
A l'énoncé antérieur, nous avons ajouté ici l’indication de l’exposant 
lipschitzien des dérivées d’ordre q de « et de w,, qui se vérifie immé- 
diatement (IV, 5). 


21. Potentiels généralisés. — Les fonctions H(X, =; p) et G(X, =) 
se prêtent a la définition d’expressions généralisant les potentiels 
ordinaires ; nous l'avons déjà vu (§ 5) à propos d’une équation parti- 
culière. Plus généralement, les intégrales 


(rn) 2 (m—1) 
Hf G(X, A)o(A)dV , [ G(X, A)o(A) dS. 
@ VS 


(7—1) 
i Z.G(X, A) o(A) dSi, 
Ss 


où G est la solution élémentaire principale d’une équation quelconque 
remplissant les hypothèses du paragraphe 11, seront nommées potentiel 
de domaine, potentiel de simple couche, potentiel de double couche. Les 
fonctions ¢ et s seront nommées densités de ces potentiels. II nous 
arrivera aussi de remplacer G par d’autres fonctions; cela nous est 
déjà arrivé (§ 9). 


CHAPITRE VI. 


EXTENSION DES FORMULES DE GREEN. 


1. THÉORÈME FONDAMENTAL. — Si, outre les hypothèses qui assurent 
l'existence de la solution élémentaire principale (V, 11), les dérivées 
des a,g eæistent et sont lipschitziennes d’exposant h, h étant aussr 
Pexposant lipschitzien des b, et dec; st d autre part les dérivées secondes 
d'une fonction u(X) existent et sont bornées dans un domaine borné 
ouvert @, dont la frontière 8 a en chaque point un hyperplan tangent 


Ann. Re. Norm., (3), XLIX.— Mans 1932. 9 
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variant de façon continue (II, 1), on a (*) 


(m) 


G(X, A) Fu(A) dV, 
[a] 
=f" LG A) OulA) = H(A) AG(X, A) ]dS,— 80) W(X), 
Ss 


I 


‘ 


avec 8(X)=1 dans ®, =0 hors de @ +85, == surs. 


2 


. À srive 9 
Si nous ajoutions aux hypothèses que les dérivées des b,— Xz 


existent et sont lipschitziennes, ce résultat n’aurait rien de nouveau, 
car on pourrait se servir de l'équation adjointe (V, 15); il suffirait 
alors d'appliquer une formule de Green (II, 5) aux fonctions (A) 
et G(X, A), et au domaine @, d’où l’on exelut, s’il y a lieu, une 
hypersphére infiniment petite de centre X. 

Dans nos hypothèses actuelles, approchons des a,.3, des 6, et dec 
par les mémes fonctions qui nous ont servi au chapitre précédent 
(V, 18). Si G'(X, Æ) est la solution élémentaire principale de 


à Or” se Je) ; 
F'v = Lg Ay,3 Anan ae Da ba = + cp —=0, 
wh?) ing © | “ey 


on aura donc, en distinguant par un accent tout ce qui se rapporte a 
cette équation, 


(m) 
al G'(X,A)#’u(A) dV, 
@ 
(m—1) 
2 | G(X, A) 8'u (A) — u(A)ZG'(X, A)] dS, — 9(X) u(X). 
vs 
Faisons tendre ¢ vers zéro. Nous avons déjà vu (V, 18) que G’ — Get 
ses dérivées tendent vers zéro, pourvu que L(X, =) reste supérieur à 
un nombre positif fixe; mais la démonstration va plus loin : en 
reprenant un raisonnement antérieur (a, II, 24, p. 83 à 86), on en 
conclut notamment que 
d 


Cr (X 2) GU Xs SB) GX ES) et Let 6X) he CS 
: ÔTx 


re eg Ere SERRE Se gE V2 VA 


(') Les intégrales sont prises au sens de M. Lebesgue. 
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tendent uniformément vers zéro avec :. En faisant tendre « vers zero, 
on en déduit immédiatement la formule annoncée si X n’est pas sur S; 
si X est sur S, le résultat se déduit de la discontinuité de 


(m1—1) 
a ZG(X, A}u(A) dS, 


au passage de S (voir par exemple 3, III, p. 160 à 171, ou ci-après 
MEE 2sye0s)) 


2. Autre forme du méme théorème. — Supposons qu’on ait une fonc- 
tion + telle que l’équation 
TU ¥ tt == 0 


remplisse les conditions qui étaient imposées ci-dessus à l’équa- 
tion Fu =o; de plus doit être nul hors d’un certain domaine borné; 
cette fonction y est d’ailleurs bornée dans tout l’espace; elle est 
continue dans ® +S et elle peut avoir ailleurs des discontinuités, 
mais, d’après les hypothèses faites, c — + est lipschitzien et négatif ou 
nul. Si G(X, 2) est la solution élémentaire principale de Fu = yu, le 
théorème fondamental s’écrit aussi 


(772) ; 
ie G(X, A)[Fu(A) — x(A) u(A)] dV 
@ 
(s2—1) 


=f (G(X, A) @u(A)— u(A)ZG(X, A)] dS, — 9(X) u(X). 
VS 


3. Cas particulier. — Considérons deux opérations & et #’ telles 
que, dans D +8, on ait Fu— F'u quel que soit u. Nous avons 
aussi deux fonctions y et y’ telles que # et y d’une part, F'et y” 
d'autre part, remplissent les hypothèses ci-dessus. Soient G(X, =) 
et G’(X, =) les solutions élémentaires principales de Fu — yu=o et 
de Su — y'u = o respectivement. Appliquons ce qui précède en rem- 
plaçant w(X) par G'(X, =) et Fu par F'u — y'u et en excluant de D 


(1) On déduira de là que l'équation intégrale de (V, 4) a toujours au moins 
une solution dans nos présentes hypothèses; on. pourrait même étendre ce 
résultat aux hypothèses (V, 11) générales. 
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une hypersphère infiniment petite de centre 3; on a 
(m) 
) fA) H(A) =X ANIA, Ha" 

© 

(m—1) 
= [G(X, A)8G/(A, ) — G'(A, Z) ZG(X, A)] dS, 
s 
pourvu seulement que X et = soient différents. 
4. Taéorème. — Si les hypothèses du paragraphe À sont satis faites et 


si l'on a une fonction f(A), continue dans ®, et telle que, quel que 
soit X dans O, 


(m) 


G(X, A) f(A) dVi=0, 


la fonction f est identiquement nulle dans O. 


Si f était supposé lipschitzien, le résultat serait évident. Avec nos 
hypothèses, nous prenons arbitrairement un domaine ouvert ®', de 
frontière S’, tel que @’+ S’ soit intérieur à @; on assujettit en 
outre S’ à avoir en chaque point un hyperplan tangent variant de façon 
continue (II, 1). Dans lidentité donnée, remplacons A par = et X 
par A; nous en déduisons 


(m—1) (m) 
f ecxne f G(A, =) f(Z)aVe 
5" Cao] 


(77) 
CETTE e a) f 
@ 


Or l’opération © peut être permutée avec l'intégration d’ordre m. 
D’autre part, si X appartient à ©’, 


G(A,#)/(E) av=| dS, = 0. 


(m—1) (m) 
[ G(X,A) f @G(A, =) f(Z) dVz dS, 
3’ @ 
“6 (m—1) 


=f: J&) [ G(X, A)OG(A, €) dS, dVz; 
@ v/s’ 


en effet si, dans les deux membres, nous retranchons de @ la région 
comprise entre deux hypersurfaces infiniment voisines de 3’, de facon 
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à exclure tous les points © assez voisins de #’, l'identité a lieu; or les 

quantités ainsi retranchées des deux membres sont infiniment petites; 
’ se : 

c'est évident pour le premier membre et, pour le second, cela résulte 

de ce que, pour X fixe intérieur à @' et & variable dans @, l'intégrale 


(722—1) 
Le G(X, A) @G(A, €) dS, 
Bi 


est bornée, puisque G(X, A) est continu; notre identité a donc lieu. 
Deux autres intégrations se permutent sans difficulté, ce qui donne 


(m) à (M4) 
ib JE) f [G(X, A) @G(A, 2) — G(A, B) ZG(X, A)]dSydVz=o, 
@ vs’ 


ou, d'après (1) où y et y’ sont nuls, 
(mn) 
if HSE) G(X. 2) (2) da 0, 


avec 9/(&) =1 dans ’, =o hors de @’+ 8S’. Ceci entraine 


(m) 


G(X, 2) f(Z)dVz=o. 


Il en résulte immédiatement l’identité f= o dans ®, car si, en un 
point, f n’est pas nul, son signe sera constant dans une hypersphère 
assez petite comprenant ce point, et comme G(X, &) est positif pour= 
voisin de X, le résultat précédent serait contredit ('). 


5. Tatortme. — Sz, avec les mémes hypothèses sur #, @ et S, on sup- 
pose qu’on a identiquement dans @ 


(7m) 
if G(A, 5) f(A) dVi=o, 
(69) 


et si f est continu, f est identiquement nul dans O). 


Il suffit, pour le voir, d’échanger les rôles des deux points dans ce 


(*) Si f n'est pas continu, on peut dire que fest nul sauf peut-être aux points 
où il n’est pas continu. 


50 GEORGES GIRAUD. 
/ 
qui précède; c'est possible, car il n’est nulle part question de dérivées 
secondes. 


6. Tnéonëme. — Plaçons-nous dans l'hypothèse du paragraphe 2 
pour & et pour 7; considérons une fonction f continue dans D +8, et 
une fonction u dont les dérivées sont continues dans D + 8, et qui satis- 
font, par l'hypothèse, à l'identité 


(77) 
fo GAIA) LA) eA) As 
@ 


(yn—!) 
ef [G(X, A) @u(A) — u(A)ZG(X, A)]dS,— u(X), 
s ; | 
quel que soit X dans @. Alors, si le domaine ouvert @' et sa frontière S' 
sont intérieurs à @, et st X est intérieur à D", l'identité ci-dessus a encore 


lieu en remplaçant ® et par ®' et’ S'; si X est hors de ®'+ 5, le dernier 
terme disparait ('). 


Soit encore 0'(X) = 1 dans @’, =o hors de @'+ 38’. D'après l'iden- 
tité donnée, ona 


(m—t) 
af [G(X, A) @u(A)—wu(A) ZG(X, A)] dS, 


Ss’ 
(72—1) 
SS Ji. A f (0) 
VS 


(v20—1) 
= ZG(X, yf [G(A, E) @u(Z) — u(Z)ZG(A, Z)]dSe | dS, 
> 


x (mm—t) 


ak 


[G(A, =) O@u(Z)— u(Z) ZG(A, 2)] dSz 


(In) (m) 
mL [ [G(X, A) @G(A, =) — G(A, E) ZG(X, A)] 
/@ 


us" 


X(f(E)— (2) u(E)]dVE dS,. 


On peut changer l'ordre des intégrations dans les intégrales super- 
posées du second membre [voir ci-dessus (§ 4) la seule permutation 
dont la légitimité ne soit pas évidente]. En utilisant l'identité (1), qui 


(*) Tout subsiste si l'on suppose seulement que f et y, et par suite €, sont 
bornés et mesurables (au lieu de continus), 
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donne 
(772—1) 
1e [G(X, A) OG(A, Z) —G(A, 5) ZG(x, À)Jds, 
Su 3 
~ (6X) — (2) IG (X, =), 


le second membre devient 
#0 [ [G(X, S) @u(S) — u(Z)ZG(X;2)|dSe 
NEO G(X, B/E) — 1B) (BJ aVz 
= fe Ge A) ESA) — (A) u(A)JdVa+ 9(X) u(X), 
ce que nous voulions démontrer. 


7. THÉORÈME. — Supposons que & et y remplissent les hypothèses du 
paragraphe 2. Considérons une fonction g, continue dans ® +'S, et une 
fonction ¢ dont toutes les dérivées sont continues dans ® +8, et qui 
satisfont pour Æ quelconque dans ®, à l'identité 


(m) 
fo Wed) — (AGO, &)avi 
@ . 
hes [o(A) OG(A,=) — G(A, 2) Ze(A)] dSa+ (5). 
Ss 


Alors st le domaine ouvert @! et sa frontière S' appartiennent à ®, et 
st & appartient a ®', l'identité subsiste si l’on remplace @ par Q' et S 
par S'; le dernier terme disparait si & est hors de D'+S"("). 


La démonstration consiste à échanger les rôles des deux points dans 
celle du précédent théorème, car les dérivées secondes n’interviennent 
pas. 


8. THÉORÈME. — Supposons que #, y, f,u, g et v remplissent les hypo- 
thèses des deux précédents théorèmes; soit ©! un domaine ouvert compris 


(‘) Voir la note précédente, g remplaçant f. 


SP oe wt . 
4% 
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/ 


dans ® et dont la frontière 8' peut en partie coincider avec 8. Je dis que 
(mt) (m—1) 
(2) if (ef — ug’) EE (v@Ou—uZe)dS 
@' Js’ 


(on suppose que S' satis fait aux hypothèses de W, 1) ('). 
Placons-nous d'abord dans le cas où #8’ est intérieur à @. D’après 
l'hypothèse, 
(m1) 
i (e@u—uZe)dS 
(¢—1) (m—i) 
=f 3 (@u(E)[G(A, =) Ze(A) — (A) @G(A, €)] 
is” Ss 
—u(Z)[ZG(A, Z) Ze(A) — o( A) ZOG(A, Æ)] } dS, dSz 
(7—1) (7) 
+f sa [Qu(Æ) G(A, 2) — u(Z) ZG(A, =)] 
s’ @ 
X [x(A) 6(A)— g(A)] dV, dSe. 


Comme plus haut, on constate qu'on peut changer l’ordre des 
intégrations; le second membre devient ainsi 


(7—1) (m—1) 
ef ti {[G(A, 2) Ou(E) — u(Z) ZG(A, 2) | Ze(A) 
—[@G(A, 2) @u(=) — u( EZ) OZG(A, =)] ¥(A)} dSz dS, 


(m—l) 


+ | [x (A) (A) — #(A)] f [G(A, 5) @u(E) — u(Z) ZG(A, Æ)] dSz dV, 
/@® ss! 
ou (§ 6) 
r (m1) ‘(m) 
ar Ap [G(A, =) Ze(A) — (A) OG(A, 2) ][ f(2) — (2) u(Z)] dVa dSy 
© (om 
(m) AUD] 
[y(A) PCA) — g( Mf G(A, =) (f( 2) —x(=) u(E)]dVz dV, 
@ 
[x¥(A) PCA) — g(A)] u(A)dVg. 


[. 
1 
 Q' 


Permutons de nouveau les intégrations du premier terme; en tenant 


et 


(') Voir les deux notes précédentes, 
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compte de l'hypothèse, cela devient 


(77) 
f, (BU) 112) eS) ]aVe 


e/ 


(772) (772) 

+f VE HE) fed) — ta) (AIG (A, E) avi ave 
(2) @ 

(772) 


+f tx A(X) — (A) fe LE) 15) DGA, 2) dVz av, 


a] 


(72) (m) 
+f (layed) st AeA a= lo (ef us) av: 


le théorème est donc alors vérifié. 

Si S’ coincide partiellement avec S, on remplace S’ par une hyper- 
surface infiniment voisine, les hyperplans tangents en deux points cor- 
respondants tendant à être parallèles ; un passage à la limite achève la 
démonstration. 


9. Cas où l'équation adjointe existe. — En plus des hypothèses du 
paragraphe 2 pour Æ et pour y, supposons que les dérivées des 


by 2 242.8 existent et sont continues. Alors l’opération adjointe 


0x8 
0 Ov 0 < Odx.,8 4 = 
> 0x8 (403 am) a 7 On, [Ce 2g Oars )e| + CP 


Ges de 


existe et satisfait aux mémes hypothéses que #. Nous continuerons a 
nommer G(X, =) la solution élémentaire PARA de Fu — yu=o. 
D'autre part nous choisirons une fonction 7’, nulle hors d'un certain 
domaine borné, et telle que 

Jax..8 


0 Bal ba Sage) + 


soit négatif ou nul et lipschitzien dans tout l’espace, et nous 
nommons G'(X, =) une fonction qui, relativementa&, soit la solution 
élémentaire principale de Gv — y'e — 0. 

Une formule de Green (II, 5) prouve immédiatement que 


a (77) 
| G(X, A)[y(A)— Y(A)]G(A, B) av, 
@ 
(m—1) 
ay [G!(X, A)OG(A, &) — G(A, )ZG'(X, A) ] dS 
Poy 


6(B) G(X, Z) — 4(X) G(X, €), 
Ann. Ec. Norm., (3), XLIX, — Mars 1932. 10 
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0 ayant toujours la même signification (§ 1). Je dis de plus que 


(1) 


G(X, A)[y(A) -— 4(A)]G'(A, €) dVy 


(a) 
à (1) . 
=] [G(X, A)8G/(A,E)— G'(A, E)ZG(X, A)] dS, 


‘ 


+ 6(=) G(X, 5) — 6(X) G(X, E). 


: : ( #0 
En effet, si les (Na 


d 
tee 
mais lipschitziens, aurait, dans Ge — yv, un coefficient lipschitzien, 
et, par suite G(X, &) serait, relativement à &, solution élémentaire 
principale de Ge — ye— 0 : nous serions dans un cas particulier du 
paragraphe 3. Pour étendre le résultat à nos hypothèses, il suffit 
d'introduire les mêmes fonctions a, 3, 6,, c' qu'au paragraphe 1, avec 
la condition supplémentaire que les valeurs absolues des dérivées des 
différences 


) étaient non seulement continus 


’ Y_ O( dy B= A3,8) 
by — ba— 2 ; 
5 dre 


soient aussi inférieures à €. Un passage à la limite tout pareil à celui 
du paragraphe 1 donne alors le résultat. 


10. Remarque. — Si les hypothèses des paragraphes 3 et 6 sont satis- 
faites, il résulte du paragraphe 8 que l'identité du paragraphe 6 a encore 
lieu en remplaçant G et 7 respectivement par G'et y'. Sten outre les h Ly po- 
thèses du paragraphe 9 sont satisfaites, on peut aussi remplacer G et 4 
par les fonctions G' et y' du paragraphe 9. 

On peut compléter de la même façon la proposition du paragraphe 7 
en échangeant dans ce qui précède les rôles des deux points. 


» 


On voit donc que, malgré l'arbitraire que présentent G et quand on 
donne # dans @ (puisqu'on peut alors le prolonger d’une infinité de 
façons hors de @), les identités des paragraphes 6 et 7, considérées 
comme conditions imposées à w et av, ne dépendent pas du choix fait 
pour 7 et pour G. Une interprétation de ces conditions se trouve 
aisément (V, 18) sic est lipschitzien. 


SUR CERTAINS PROBLÈMES NON LINÉAIRES DE NEUMANN. AD 
{1. Tutortme. — Pour que la fonction : 
(mr 
W(X)=— f G(X, A)o(A) dV, 
(l'intégrale est étendue à tout l’espace), où ¢ est une fonction continue 


bornée, satis fasse à l'identité du Genre GATE ), ul faut et il suffit 
qu'on ait dans ® 


(mt) ~ 


p(X) — x(X) G(X, A)e(A)dVy=f(X). 


En effet, il faut et il suffit que 


(#1) mt) 
Lex fat f G(A, 2) p(Z)dVz av, 
(ni — 1) ; a $ 
| ee G(X, A) @G(A, =) — G(A, Z) ZG(X, A)] p(B) dVz dS, 
(mm) 
+f G(X, A) o(A) dV,. 


Or les intégrations peuvent se permuter, toujours pour les mémes 
raisons, ce qui change le second membre, d’après le paragraphe 3, en 


(m) 
f G(X, A) p(A) dVa. 
(Q) 
Notre condition nécessaire et suffisante devient donc 
(772) (mn) 
[ G(x, A) faye) +20) f G(A,E)o(Z) ae fai 
@ é 
c'est-à-dire (§ 4) ce qui était annoncé. 


12. TnéorRÈue. — Pour que la fonction 


&=-f" G(A, =) p(A)dVa. 


où o est une fonction continue bornée, satis fasse à la condition du para- 


ci 


(5) Avec f continu, 
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graphe 7('), tl faut et il suffit qu'on ait dans @ 
(772) 
ICE G(A, E)p(A)dVi=g(E). 
Démonstration semblable à celle du théorème précédent. 


13. Notations. — Si G(X, =) est la solution élémentaire principale 
de Fu =u, nous poserons, dans toute la suite de ce travail, 


(m2) 
GW G,=G, Ginx, = f G(X, A) y(A) GA, 3) dV, (n>1), 
G,(X, 2) GX, &) + G(X, =) (BEA 


les intégrales étant étendues à tout l’espace. 
On voitimmédiatement que 


FGUX, ES) = X) GREEN 


14. Sur une identité. — Dans l'identité du paragraphe 3, prenons 
G'=G, Z'= 7}; changeons X en A’, multipiions par 
Gi) (X, A!) y(A!) dVr 
et intégrons dans tout l’espace. On a 


(mn) (m—1) 
f Gt) (X; A’) HA) fi G(A, £)ZG(A" A) dS, av, 
< s 


(1) 
=a G(A, Z)ZG"(X, A) dS, 
3S 


car on voit toujours de même que les intégrales peuvent se permuter; 
une autre permutation se faisant sans difficulté, on en conclut 


(m1) 
[ [G(X, A) @G(A, 2) — G(A, Z) ZG"(X, A)} dS, 


/3S 


= | G(X, A) y(A) G(A,E)dVi— 6(E) GX, €). 
@ 


(') Avec g continu. 
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Par suite 

(m—1) : 
(3) £ [G,(X, A) @G(A, B) — G(A, =) ZG,(X, A)]dS, 

ry 
(4) 
= 8(X) G(X, =) 6€) GX, =) +f Gee OL AY AVG (ARE) AV, 
® 
On prouverait de même que 


(m—1) 
(4) f (G(X, A)@G,(A, =) — G,(A, 2) ZG(X, A)] dS, 
> 
(7m—1) 


= 9(K) G(X, 3) — HE) G(X, 5) — f GX Ay (A) Gc (AE) dVe. 


@ 


15. Tnéorème. — Avec les hypothèses du paragraphe 2 et en sup- 
posant o( A) continu, les fonctions 


-. (MA) 


u(X)== | G,(X, A)o(A)dSy, 
Ss 


satisfont aux identités 
à (m—l1) 
(3) | [G(X, A) @u(A) —u(A)ZG(X, A)] a8, 
roy 
(7) (m—1) 
= | ex ayga| f GPI(A, 2)e(&)dSe+ u(A)] dV. 
@ VS 


+ 8(X)u(X), 


(m—1) 
(6) ii [o(A) @G(A, ZE) G(A, 2) Ze(A)] dS 


(7) (7—1) 
= Ga 2/210) f G(X, N)2(X)aie+ (A) dV a 
S 


@ > 


— OE) uly. 


Pour démontrer, par exemple, l'identité (5), nous considérons un 
domaine ®! intérieur à @ ainsi que sa frontière S’, qui est infiniment 
voisine de S, l’angle des normales aux points correspondants étant 
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infiniment petit. On a 


(m—) 
(7) (G(X, A) @u(A) — (A) ZG(X, A)] dS 
| = (m—l|) (m—t) 
=f Ji (G(X, A) @G,(A, 2) 
i ah rm) ; 
— G,(A, Z) ZG(X, A)]o(Z) dSz di: 


échangeons les deux intégrations (tout est continu) et appliquons 
l'identité (4); le second membre devient 


(on) 


(ai—1) 
6'(X) ul Ki ne PU G(X, A) y CA) GLASS) AVR dda, 


avec 4’(X)=1 dans @', =o hors de D'+S". A la limite, après une 
nouvelle permutation des intégrations, nous avons bien (5) (vozr III, 4, 
et ci-après, VII, 3) ('); cela subsiste si p= tr. 


16. Tutortme. — Avec les mémes hypothèses (7), et S' et @' ayant, 


ainsi que 9’, le même sens que dans la démonstration précédente, les fonc- 
tions 


(m—i 

u(X == f ‘1G, (X, A)o(A)d8,, 
(2—1) 

n(= =f @G,(A, Z)o(A) dS, 


satisfont aux identitès 


(ui 1) 
[G(X, A) @w(A) — u(A)ZG(X, AD] dS, 
3s 


(m) (m—1) ; 
=— f. G'(X, A) x( of Him (A, 3) 212) dS2~0(d)| ave 
a vs 


+ 4'(X)u(X), 


(mi—1) 
ip [v(A) OG(A, 2) — G(A, E) Ze(A)] dS, 
vs" 
(rx m—)) 
ee Ga az] f OGP(X, A) 2X) dS e(A)] AV, — 6'(B) v(E). 
ou vs \ 


Même démonstration. 


SE OU 


1 »* SENS SA ; + k 
(*) L'identité (7) a lieu si g est seulement supposé borné et mesurable, : 
(*) s peut être seulement borné et mesurable. 
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CHAPITRE VII. 


LE POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE ET SES DÉRIVÉES. 


1. Préluminaires. — Dans ce qui suit, il sera question du potentiel 
de simple couche 


(21—1) 
W(X)= f G(X, A)o(A) dSy 


et de ses dérivées, au point de vue de la continuité et des conditions 
de Lipschitz, quand le point X peut venir sur S. On ne fait sur l’opé- 
ration # que les hypothèses les plus générales données plus haut 
(V, 11) pour assurer l’existence de la solution élémentaire princi- 
pale G(X, =); c’est seulement à la fin du Chapitre(§ 7) qu'on fera une 
hypothése plus restrictive. 

En dehors de S, les dérivées secondes de uw sont continues en tout 
point. Au point de vue qui nous occupe ici, on peut donc ajouter à S 
ou en retrancher ce qu’on veut, pourvu que la distance de X aux par- 
ties ainsi ajoutées ou retranchées reste supérieure à un nombre positif 
fixe. 

Nous profiterons de cela pour nous placer dans le cas où 8, satisfai- 
sant aux hypothèses déjà dites (II, 1), est la frontière d’un domaine 
borné et ouvert ®; les &, seront toujours les cosinus directeurs de la 
normale dirigée vers l'extérieur de ©. 

Si l’on avait à appliquer les résultats à une portion de multiplicité S 
ayant une frontière ©, il faudrait se rappeler que ces résultats ne sont 
valables que pourvu que X reste à une distance de € supérieure à un 
minimum positif fixe. 


Caractère lipschitzien du potentiel. — On voit immédiatement 
(1, 1) que le potentiel est lipschitzien, d’exposant quelconque inférieur 
à £, dans tout l’espace, pourvu que s soit continu ou même seulement 
borné et mesurable. 


‘3. Continuité et discontinuité de Ou. — En plus des hypothèses 
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ci-dessus (§ 1), supposons que les dérivées des coordonnées des points 
de S, par rapport aux paramètres £,, t, ..., ln employés, soient 
fonctions lipschitziennes de ces paramètres, et cela pour chacune des 
représentations paramétriques utilisées, sur toute l'étendue de S. Nous 
supposons d’autre part que la fonction d, qui intervient dans l’opéra- 
tion © (II, 1) est continue, ainsi que la densité 5. Le procédé déjà 
indiqué (III, 4) permet de définir Ow pour les points X suffisamment 
voisins de S. Il résulte alors immédiatement des considérations du 
passage cité (III, 4) que, si X tend vers un point de S en restant 
dans ®, Qu tend vers une limite qui est 


= (m—1) 
ano) +f @G(X, A)o(A)dSq, 
Ss 


où X représente le point limite situé sur S; si au contraire X tend vers 
ce point limite en restant hors de @ +5, la limite est 
o( 


X) (m—1) 
5 7(X) +f @G(X, A) (A) dSy. 


> 


Partout ailleurs que sur S, Ow est continu. Chacune des deux limites 
précédentes est aussi une fonction continue du point X de S. 


4. Condition de Lipschitz pour la densité. — Soit h<1 Vexposant 


lipschitzien des a,,3, des b, dec, et aussi celui des dérivées des coor- 
données des points de S. Nous supposerons en outre que est lip- 
schitzien d’exposant À relativement à £,, ¢,, ..., tn—. Supposons enfin 
qu'une des valeurs limites de @u dont on vient de donner l'expression, 
soit lipschitzienne d’exposant À relativement à 2,,4,, ...,4, ,. Je dis 
alors que 5 est lipschitzien d'exposant h. 

La valeur limite dont on a parlé, a l’une des expressions 


s(X) (1n—1) 
Qu=+ A +f OG(X, A)o(A)dS,: 
= 
la proposition sera démontrée si nous prouvons que 


(m1) 
[ G(X, Aya(ayas, 


vs 
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est lipschitzien d’exposanth par rapport aux paramètres s,,5., ..., Sm— 
du point X. 


s peut être considéré comme solution d'une équation de Fredholm 
dont le noyau @G(X, A) vaut O[L'+-"(X, A)] et est continu pour 


XA; 5 est donc continu (même si cette équation de Fredholm a 
d’autres solutions) ('). 

Décomposons l'intégrale en plusieurs termes. 

Le terme 


(7—1) 
(1) b(X) (5 G(X, A)o(A) dSs=(X) u(X) 
ves 


est lipschitzien d’exposant h (§ 2). 
Soit maintenant 


G(X, A)=H(X, A;0)-+J(X, A), 


H(X, A; 0) ayant, par exemple, la définition du Chapitre v (§ 4). I 
est évident (I, 1) que 
Oy 


(m—1) 
(2) aa.9(X) @a(X) fi Des % A) (A) Ss 
S 
est lipschitzien d’exposant h, car J(X, A) = O[L?*"-"(X, A)], ses 
dérivées par rapport a X sont O[L'+"(X, A)], et ses dérivées secondes 
par rapport à X sont O[ L’~”(X, A)]. 
Les termes 


ve X : 
ve J, ta g(X) ma(X) — aa (A) ma (A) Je (A) AS, 


sont lipschitziens d’exposant quelconque inférieur à / (1, 10). 
Nous avons maintenant les termes 


HN er OLE 
(4) 1! a de aa, SCA) Ba(A)a(A) dB 


= f Le PIVESRS BA) (@a— 4a) (a — ag) | 
ES 
2, (tu — Ay) Be(A ) (A) 
X< Se ee eee 
= Aa BA) (Za — aa) (œ3— ag) VD(A) 


aS. 


(‘) Au reste, l’expression des limites de @w suppose la continuité de c; on 
voit que toute solution de l'équation de Fredholm convient. 


Ann, Ec. Norm., (3), XLIX:— Mars 1932. Ul 


" DER ce 
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Introduisons les paramètres S45 Sap er fre dE CLL tay eee ee OS 


et posons 
L(S, T) = 2a (Sa— ta)"; 


S et T représentent X et A repérés dans ce système. On constate facile- 
ment (b, IV, p. 171 à 195) que, X étant sur 5, 


Yq (&a— Ay) D(A) dSa= O[L+A(S, T)]d(th, .., tm), 


les dérivées du premier facteur par rapport a S étant O[L’(S, T)]. 
Donc (I, 1) la dernière intégrale est lipschitzienne d’exposant h. 
Donc c est lipschitzien d’exposant quelconque inférieur à A. 
Mais alors (I, 8) les termes (3) sont lipschitziens d’exposant k; en 
effet, si nous étendons l'intégrale 


(™—) OH (X, A; 0) 


à la région L(S, T)>è> 0, on va voir que cette intégrale est bornée 
quand ¢ varie. Il résulte des hypothèses sur S que, si T parcourt la 
frontière de la région qui admet la représentation paramétrique 
adoptée, on peut supposer que L(S, T) ne tombe pas au-dessous d’un 
certain minimum positif, dépendant de S et de l’ensemble des repré- 
sentations paramétriques adoptées; on supprimera la partie de S à 
laquelle ne convient pas la représentation considérée. Et il suffit de 
borner notre intégrale quand à est inférieur à ce minimum. Or 


dSa=2(A)d(t,, Le, ss tn Ds 


où A est lipschitzien d’exposant A. L'intégrale 


(11) ou 
f dag (* A; 0)[a(A)yA(A) —o(X)A(X)] d(t, ..., tm) 


est bornée comme portant sur O[ L'-"(S, T)], 1< 4 <1+h. De même 


(72—1) r > . 
200200 Sites ak SE Enr) 


Oxg Jag 
porte sur O[ L'##"( ae et est borné. Or 
OH(A, X: + Oty 0 | 
“a das da, das des NAT ON 
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en retranchant de là le produit de OH par une fonction lipschitzienne, 
on fait disparaître la dérivée par rapport à 4, ; les autres dérivées ont 
des coefficients lipschitziens et par suite donnent des intégrales bor- 
nées (1, 9); le terme en OH donne aussi une intégrale bornée (a, II, 
21, p. 73 à 76). Les termes (3) sont donc bien lipschitziens d’expo- 
sant h. 

Donc c est lipschitzien d’exposant À. 

Considérons comme variables les valeurs données de Ou sur S, et 


supposons que la valeur absolue du noyau résolvant admette une limi- 
tation connue 
O ica EX gale 


Soit M une limite supérieure de la valeur absolue de Ouvet de son coef- 
ficient lipschitzien pour un exposant #<h, # pouvant être aussi petit 
qu'on veut. Alors c= O(M), la constante impliquée dans o étant indé- 
pendante de M et de £. Les termes (1) admettent, relativement à l’expo- 
sant lipschitzien /, un coefficient O(M). Les termes (2) ont, pour le 
même exposant, également un coefficient O(M). Il en est de même 
pour les termes (4). Pour les termes(3), sit<h, on peut prendre un 


coefficient O (7) (I, 7; le maximum de x° log =, pourO<x<L,, 


La 5 AEF ; A 
est aa donc alors c est lipschitzien d’exposant # et de coefficient 


7 


0) Si k=h, les calculs ci-dessus donnent évidemment un 


coefficient O(M); cela s’appliquerait aussi au cas où £<h, mais peu 
nous importera. 


5. Condition de Lipschitz pour les dérivées du potentiel. — Si les a, 3, 
les b,,, e, les dérivées des coordonnées des points de S et o sont lipschitziens 
d ‘eæposant h <1, les dérivées de u coincident dans @ avec une fonction 
lipschitsienne d’exposant h; de méme, hors de @ +5, elles coincident 
avec une fonction lipschitzienne d’exposant h. 


Il n’y a lieu à démonstration que pour les points dont la distance 
à S est inférieure à un maximum fixe. D'ailleurs si (V, 4) 


G(X, A) =H(X, A; o)+J(X, A), 


TT ROUE 
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les dérivées premières et secondes de J sont respectivement 
O[Li+i-m(X, A)] et O [Li-m(X, A)]. 


( 72—1 ) : : 

Donc les dérivées de if J(X, A)o(A)ds, existent et sont lip- 
S 

schitziennes d’exposant / (I, 1). 


La fonction 


PI JH(X, A; 0) 
(5) 1 ET pr ere hh ee 


est aussi lipschitzienne d’exposant » comme on le voit par un raison- 
nement fait dans la démonstration du théorème précédent. 
Il reste à examiner 
(7—1) 4 
(x) [ JH (X, A; 0) ag 
Ss 


OX, 


où l’on peut laisser de côté le premier facteur, puisqu'il est lipschitzien 
d’exposant h. 

Introduisons les paramètres £,, t,, ..., ¢,—, des points de S; on ne 
restreint rien en supprimant la partie de S qui n’admet pas cette repré- 
sentation et en admettant que la distance de X à la frontière de la 
partie S, que nous conservons dans $, est supérieure à un minimum 
positif fixe. Introduisons, par les procédés déjà indiqués (III, 4), la 
variable £,, et soient s,,s,, . ..,s, les valeurs de ces paramètres pour X. 
On a 


SRE NE RAA a 71 à 
Posons 

Saat + OSy OS 

ay3(S) = Lez aex(X) 5 i 


Soit AY; le quotient par le déterminant D’ des a, du mineur de a, 
dans ce déterminant; on a 


OX. dx: 


À,5— D At pts pre 
Sy Oss 


car, en prenant cela comme définition, cela entraine 


2, dy, Ay;=0 si dae. =1 si 0 — 6€, 
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On a 
5 Ja; x 
Hé USA) Sr OTLENCS PT, 
0 Jay Ox da. 
Os. Jz ep ou) 7 |= De St 
Par suite 


24,5 Ay.a(A) (ty — ay) (xs — a3) — 2,5 A’ya(T) (sy — ty) (83 — ts) + O[L?2+“(S, T)], 


et les dérivées du dernier terme par rapport à S valent Of L't“(S, T)] 
et sont continues pour ST. 
Soit 


H'(S,T; 0) = —— F[VZ,5 Aya(T \(s Wi seety (sects: 


Ta 


On a, si le sens (2,,2,, ...,¢,_,)de S correspond au sens(2,, ...,æ,) 
de ®, ce qui entraine que le déterminant fonctionnel a le signe de 


re. I, 4, p. 9), 
SC ee 


ees ae 


) HS, (LS b)= © ESPACES: TO 


0 m 8 Sires tm) p ; Lee +h—m (S 


ee Diyas eh Oye 
ces fonctions étant continues pour ST. De plus 


Ot 
33 Aa,e(A) (2p — a8) = 25 AT) a (SY ty) + O[ L'**(S, T)], 


les dérivées du dernier terme par rapport à S étant O[ L'(S, T)]. Donc 


Pret Le) dte OH 


a if 0) + (= 1)" 112, Am) “dg Ody 058 


S (pe 0) = ORES (S; T)| 


et les dérivées par rapport à S du premier membre valent 
O pee (S, T)] : 


toutes ces fonctions sont continues pour S ZT. 
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Donc (I, 1) 
(m—1) (m1) 

i ee s Ait BFL) 

iE RE A; 0) dSi+(— 1) a Gyre ) 


dig OH 
x MAYS Far dag (Sr T3 .0)d(Hn «2 ba) 


est lipschitzien d’exposant h. En prenant 4(X) égal à la valeur de À (A) 
au point (s,, ..., 5,1, 0) de S, l'intégrale 


ens Ut PAR dts. ASE Osg 
? 9 Van oe > 9 °m À xX Betis 
fe aS Sika ot qe, (24, ..., 2m) (*) ‘| 


OH’ 
x ds Le 0) d(t,, + gta) 


est aussi lipschitzienne d’exposant À : c’est en réalité le même raison- 
nement que pour (5). En laissant de côté des facteurs lipschitziens 
d’exposant h, nous sommes ramenés aux intégrales 


m—1) OH! 
ie Ds PU eee (B—1,2,...,m). 


Or on va voir que 


(7m—1) OH'(S, T; 0) OH'(T, S; 0) 
(6) i [Se + ae ae ed it oe) 


est lipschitzien d’exposant 4. Tout d’abord le théorème (I, 7) 
s’applique, les AY ;(S) et D'(S) jouant le rôle des w,(X) du théorème 
et À étant égal à 1. La dérivée par rapport à D'(S) est le produit d’une 
fonction bornée de S par 


OTS prs : 
te F [Vy Ay a(S) (Sy — ty) (s5— is) | : 


si 6 Am, l'intégrale correspondante, étendue à la partie de S, définie 
par L(S, T) > >o, est bornée quand ¢ varie (I, 9). La dérivée par 
rapport a À;,,(S) est 

0 (sy — ty) (83— 48) 


res RS ASS = pm ty 
as M RESTES (Er) (Gt) &)] (20), 
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ou la moitié si y—3; l’intégrale est donc encore bornée si 84m. 
Si 8 =m, on remarque que 


(7) Bs anya(S) 3e FIRE) (sy 4) (= 6] 
a FIVE AS) (5 — &) (85 — 28) |; 


© We A a(S) (87 = fy) (3) 
c'est le produit de s,, par une fonction O[L-"(S, T)], et par suite 
(a, Il, 21, p. 73 à 76) son intégrale est bornée. L’intégrale 
(m—1) 0 2 
if re F[VS,5 Aya(S) (sy — ty) (S5 — ts) |d(t,, Hot), 


étendue à L(S, T) > 0 > o, est donc bornée quand ¢ varie. Dérivons 
maintenant par rapport à AÀ,,(S) les deux membres de (7); nous 
devons considérer les 4,4 comme des fonctions de Ay; définies par les 


relations 
28 Gin,B Ag ,=O si yAm, =1 si y=m, 


qui donnent, comme dérivée de a’,,, par rapport à A, ;, 
— An,» aa ÿ — Bing ae» Bi, ys 0, 


et la moitié de cette expression si y — 2. On trouve ainsi que 


0 (sy= ty) (s3— ts) er 
D Ane (S) (=) Se & 
pen) 5) Sa SD [V2 Aex(S) (2 — &) (&— &)] 
est la somme de termes dont les uns ont, d’après ce qui précède, une 
intégrale bornée quand o varie; d’autres ont la même propriété parce 
qu'ils sont les produits de s,, par une fonction O[L-"(S, T)], d’autres 
enfin parce qu’ils valent O[ L?-”(S, Dh L’intégrale (6) est donc bien 
lipschitzienne d’exposant h. 
Restent donc les intégrales 
PO (TS 
ie Se Whit pene 

Si 8 Am, la formule de Green les remplace par des intégrales éten- 
dues à la frontière de S,; elles sont donc bien lipschitziennes d’expo- 
sant h. Si B—m, la partie principale de H’ conduit à une intégrale 
lipschitzienne d’exposant À comme on le voit en remplaçant S, par la 


p. Fa Ha termes Si 
| rapport aux AS), — ee § 


Ver 
| grale att Mb doit SN 
ke termes de H’ He donc une ate 


ae 1. me HAVE qe reared supé rieures ae ee nt 
+ EE _coefficients lipschitziens pour l'exposant h et une limite | 
positive du déterminant des a,,¢, ainsi que le nombre g>0 et jee 


domaine hors duquel is LE TONES on eee 


FN ee ee s Se ote Le otc en TOSREE 

tks iz pour abréger, on passe ici sur des considérations de continuité ana- 

. : logues à celles qu’on trouvera plus loin, VIII, 7, XIV, 2,5), et sic est: ere 

pre : variable, nommons M une limite supérieure de [>| et de son coeffi- -° & 

Sie cient lipschitzien pour l’exposant #£h; alors une limite supérieure a 

(72—1) >" À 

BES aby, étendue a L(S, T) > > 0, est ee 

O (1) dans notre hypothèse; le coefficient lipschitzien de ey 


(m—1) ’ : + 
eye 2H KAI 6A) —o(6)] Su a 


de l'intégrale 


Ss à y 
pour l’expression #, est donc O(F ) (I, 8, 9) et il en est méme du 
coefficient lipschitzien des dérivées de w. 


6. Généralisation. — Considérons maintenant la fonction 
(m—1) 
u(X)= [| Gh(X, A)o(A) dS,. 
S 


Elle diffère de celle que nous avons considérée, par les termes 
p (7m—1) ; 
Gi) (X, A)o(A) dS, 


w= 
P 


(m) (m—1) 
=> f G(X; NAA) f° Gn-1(A, E)o(E) dSzdV,; 


n=?2 
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les dérivées de cette somme sont donc lipschitziennes d’exposant quel- 
conque inférieur ar et cela suffit à prouver que les propriétés précé- 
dentes (§ 2 à 5) ont lieu aussi pour la nouvelle fonction u. 


_ 7. Autre sorte de potentiel. — En plus des hypothèses générales 

(V, 11) qui suffisent à assurer l'existence de G(X, =), faisons celle 
que les dérivées des a,,4 existent et sont lipschitziennes d’exposant 
h<1; h est aussi l’exposant lipschitzien des b, et de c. Considérons la 
fonction 


(M—1) 


u(= DEL G(A, 2) a(A)dS,, 


que nous nommons aussi un potentiel de simple couche. En introdui- 
sant (V, 18) une certaine fonction (=) bornée positive dont les déri- 
vées sont lipschitziennes d’exposant k, on a 


Ute) =o) [7 bone |: a, 


le facteur entre crochets étant, relativement à &, la solution élémen- 
taire principale d’une équation remplissant les hypothèses du début 
du chapitre, nous voyons sans calcul que tous les résultats précédents 
(§ 2 à 5) s'appliquent et qu’ils s’appliquent aussi à la fonction 


(m—t 
f Gp(A, B) o (A) Sai 
'wS 
toutefois il convient, dans la nouvelle forme de la proposition du para- 


graphe 4, de remplacer l’opération © par l’opération Z. 


CHAPITRE VIII. 


LE POTENTIEL DE DOUBLE COUCHE ET SES DÉRIVÉES. 


1. Préliminaires. — On va s’occuper du potentiel de double couche 


(m—1) 
u( X= f ZGUX, Ajo(A) dS 
S 
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et de ses dérivées, au point de vue de la continuité et des conditions 
de Lipschitz. Pour des raisons identiques à celles du chapitre précé- 
dent (VIF, 1), nous nous bornons au cas où S est la frontière d'un 
domaine borné et ouvert @; la normale à S sera dirigée vers l'extérieur 
de @. Si l’on prenait pour S une multiplicité ayant une frontière, on 
pourrait appliquer les résultats à condition que la distance de X à cette 
frontière restat supérieure à un minimum positif fixe. : 


2. Continuité et discontinuité du potentiel. — Supposons que les 
conditions (V, 11) soient remplies et que les b,, c et les dérivées 
des a,,g soient lipschitziens d’exposant h< 1. Pour ce qui regarde S, 
supposons remplies les hypothéses (II, 1) et qu’en outre les dérivées 
des coordonnées des points de S soient lipschitziennes d’exposant h. 
Enfin supposons que 5 soit continu. Le potentiel u coincide dans @ avec 
une fonction continue dans ® + 8; il coincide hors de 9 + S avec une 
fonction continue en tout point n’appartenant pas à ®. Sa limite, quand 
X vient sur S par points de OO, est 


2 


= (m—1) 
rs +f ZG(X,A)o(A)dS,; 
S 


st X vient sur S par points n'appartenant pas à (+S, la limite est 


2 


x (m—1) 
+ f ZGX el A) asc 
Ss 
Tout cela résulte de (VII, 3) en remarquant que 
(m—1) 
f [@G(X, A) + ZG(X, A)]o(A) dS, 


porte sur O[ L?-™(X, A) ] et est par suite continu. 


3. Condition de Lipschitz pour la densité. — Si une des deux valeurs 
limites prises par u sur S est fonction lipschitzienne des paramètres s,, 
Say +++) Sm du point X de S, avec l'exposant k <1, a est lipschitzien 


d'exposant k. 
En effet la relation 


g(X) 
2 


= 


(m—1) 
+f ZG(X, A)o(A)dSy= u(X) 


est une équation de Fredholm en 5; le noyau est continu pour X Z ie 
et vaut O[ L'+’-™(X, A)]; le second membre est continu (et même 
lipschitzien) : done cest continu ('). Mais les dérivées du noyau rela- 
tivement à Pets PR a Sm—1 existent et sont continues pour X A A, et 


valent O[ L’-”(X, A)]; done (I, 1) l'intégrale est lipschitzienne d’ex- 
_ posant h; par suite o est lipschitzien d’exposant égal au plus petit des 


nombres h et &. Si k<h, le théorème se vérifie donc. : 
Soit maintenant p l’entier tel que phSk<(p+1)h(p2 1). Nous 


-allons prouver que si © est lipschitzien d’exposant nh(n£p), il est 


lipschitzien d’exposant égal au plus petit des nombres # et (n+1)h; 


joint à ce qui précède, cela achèvera notre démonstration. Or (VI, 1) 


(mm) : 


(nt) (m—1) 
f “G(X, ae, GX, asi) ONE EAN AV 2 
a) 


Le premier membre est donc lipschitzien d’exposant quelconque infé- 
rieur à 1 (VII, 2). Done (Lf, 2) l'intégrale 


(m—1) 
. ZG(X, A)o(A) dS, 
Ss : 


est lipschitzienne d’exposant (n+1)h si (n+1)h<1, d’exposant 


quelconque inférieur à 1 dans le cas contraire. Notre proposition en 
résulte. a 
Supposons que la valeur absolue de la résolvante de Fredholm ait 


une limitation O[L'+"-"(X, A)]. Soit d'autre part M une limite supé- 


rieure de la valeur absolue de u et de son coefficient lipschitzien pour 
l’exposant Æ. Regardons comme fixes des limites supérieures des 
valeurs absolues des a, 8, des b,, de c, des dérivées des a,,, et des 
coefficients lipschitziens de toutes ces fonctions pour l’exposant fixe h, 
et une limite inférieure positive du déterminant des a, 8; g est fixe 
ainsi que le domaine borné hors duquel les coefficients de 4 sont 
constants; S est aussi donné fixe; mais regardons # et M comme varia- 
bles. Les coefficients lipschitziens de l’intégrale pour les coefficients 
nh<k sont trouvés successivement égaux à O(M), et le coefficient 


lipschitzien de o pour NEA k est of; : 


_(:) Même remarque qu’au passage analogue de (VII, 4). 
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Di du | paragraphe 2, y 


: Le _ de S. Il suffit de faire notre démonstration si $ as 


d Re k dans a, etl es aussi hors 


ae 


Un procédé déjà indiqué (I, 4) permet 
#2 Say de co Smet des points de Sun paramètre se 
_ repérer à l’aide de ces paramètres les points X 


de S; nous supposerons de plus qu'il appartient, par et 
Définissons o(X) hors de S comme indépendant de s, q 

- Pexprime 3 à l’aide des paramètres ; ; c’est une fonction fete ai at 

_ d’exposant k. Soit S’ la région de Stelle que L(X, A)<2L(X, Ye : ri 
He et Y étant deux points. de ®, et soit &' le reste de &. One prise < 


(m—1) 


S wns f ZG(X, A)[o(A) —o(X)]dSa 
| Se 2G, A)[a(A)—(¥)] dS. 


(m—t) 


suite oven te: nf ze (Y, A) dS, 


— 


| + fre Nes. A)][2(A) — 5(X)] dS, 
SET 


(m—1) 
+ a(X) [ [26(X, A) — ZG(Y, A) ] dS. 


Dp: ow 


Or il résulte de COUR te antérieurs (a, Il, 21, p. 73 à | 56) 


(m— 


que I’ intégrale [/ "| LG(X, A)|dS,, étendue a une parties, de = est 


bornée quand 5, et X varient. Regardons comme fixes les coefficients se 
de l’équation, ou du moins k et les limitations indiquées ci-dessus 
($3); soitM une limite supérieure de cet de son coefficient lipschitzien 
pour l’exposant k. Alors les trois intégrales étendues à S$” sont 


O[ML'(X, Y)]. Celle qui est étendue aS’ est O LCR Y)| (méme 


raisonnement que pour I, 2). Enfin la dernière est O[ML*(X, Y)]. 
Done gH 


Flo av «O=0[ Lé(X, | 
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5. Conditions de Lipschitz pour les dérivées de s,,u.— Si, aux hypothèses 
précédentes, nous joignons celle que k= h, les dérivées de s,u sont lip- 
schitziennes d’exposant h dans ® et le sont aussi hors de ® +8 (il ne 
s’agit, bien entendu, que des points de ® ou de l’extérieur de ® +S 
pour lesquels on peut employer les paramètres s,, 52, ..., SR). 

En effet, si X est dans @, 


(7m—1) 
ie 5. ZG(X, À) ds, 
s 


(m—1) (m) 
=e sm G(X, AYA) ass f NAT EN es 
/S @ 


Or 
Ô (m—1) 
ae Sm G(X, A) Y(A) dSy 
ASS 
oy ea 0x8 ("0G 
1055 7 G(X, A) YA) aS + Ba See [ mg Ÿ (A) Ba; 


les intégrales du second membre sont lipschitziennes d’exposant 
quelconque inférieur à 1 (I, 1); à cause des coefficients des derniers 
termes, le premier membre est donc lipschitzien d’exposant À. Mais 
(I, 4) 


a (77— 1) 0 ; 
JE m= [ Je lon ZGCX, Ay] A) — a (XI AS 


0 (72—1) 
+003 f SmLG(X, A) dS:; 
a 


tout se ramène donc (I, 10) à prouver que les intégrales 


(7 —1) 


(7—1) 
ti G(X, A) dSa, ip Sn gen LG(X, NT 


étendues à L(X, A) > 9 > 0, sont bornées quand ¢ varie. C'est connu 
pour la première. Quant à la seconde, elle porte sur le produit des, 
par une fonction O[L-"(X, A)] et par suite (a, II, 21, p. 75 à 76) son 
intégrale est bornée. 

Si S, ¥ et L sont donnés de façon fixe, et si|o|< M, M étant aussi 
le coefficient lipschitzien de o pour l’exposant #£A£Tr, on constate 
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que les dérivées de s,,u sont 0(=) et que leur coefficient lipschitzien 


pour l’exposant # est O lam | 


6. Condition de Lipschitz pour les dérivées de la densité. — Si, en 
plus des hypothèses du paragraphe 2, U(A) est lipschitsien dexposant h, 
et st les dérivées d’une des valeurs limites de u, quand X vient sur 8, 
existent et sont lipschitztennes d'exposant h, les dérivées de s existent et 
sont lipschitziennes d’exposant h. 


Tout revient à prouver que les dérivées de 
(m—1) 
if: ZG(X, A)o(A) dSq, 
3S 


quand X appartient a S, existent et sont lipschitziennes d’exposant h. 
Or l'identité 
(ra) 


(A4), (7— 1) 
{ POS A) d= [| G(X, A)d(A)dS,— |. G(X, A)e(A) dVa— = 
Ss s ro) | 


prouve (VII, 5) que les dérivées du premier membre existent et sont 
lipschitziennes d’exposant k. D'autre part (§3) c est lipschitzien d’ex- 
posant quelconque inférieur à 1. Done (I, 4) 


0 (m—1) m—1) d 


ES 
ZG(X, Ae(A)dS = f 2 LG (Xs AAP at Ay UT 


OS», : OSy, 


E 0 (7 —1) 
+0) ge fi ZG(X, A)dSs; 
3 S 


en posant G(X, A) —H(X, A ;0) + J(X, A), on vérifie immédiatement 
DEA ES 
en effet que 95, 2G(X, A) = O[L'"(X, A)], et par suite les dérivées 


de o existent et sont continues. De plus le dernier terme est lipschit- 
zien d’exposant h. 


a 7 : ; 
On va voir qu’il en est de méme du premier. En remplaçant © 
Sq 
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à 0x 0 4 ’ 
par ute One” on se ramene d une part aux termes 
a 


dx (m—1) 0 
ea Tay BUN A)[e(A)— 2(X)] dS. 


qui, d’après (I, 7), sont bien lipschitziens d’exposant A; d’autre part, 
ag er A ae 
ona à appliquer l’opération az a 


CX Ano) = 


Ny FIVE yb Ay,8(A) (ay — ay) (xs — as) |; 


l'opération Z donne un terme ayant 2,5,(A) (æ, — a,) en facteur, et 
un terme O[ L*~”(X, A)]; si la dérivation relative à xg porte ailleurs 
que sur le facteur £,&,(A)(x, — a,), le résultat est encore lipschit- 
zien d’exposant A (I, 7). Reste enfin l’intégrale 


(m—1) 
[ F’[V/2y,3Ay,8(A) (xy — ay) (as — aa) | 
Ss 


Ox da 
SA) (TE — Ge) o(A) —o(X) 


a a dS,, 
V2y,8Ay,8(A) (xy Ly — Ay) (%§ — a) VD(A) 


car B,o,(A) Se = 0; elle est lipschitzienne d’exposant # quelconque 
ACCES à À d’après (1, 7), le rôle des w,(X) étant tenu par c(X)et 
par les Ie ; donc les dérivées de 5 sont lipschitziennes d’exposant #. 


Alors à cette dernière intégrale, on va appliquer (I, 8); il suffit de 
prouver que si l’on étend l’intégrale. 


+(77—1) 
TPE ONCE] 
i o(A)—a(X) 

™ [Sy aAya(A) (ay — ay) (@a— aa) 


dS 


à la région L(S, T) >o >e, cette intégrale est bornée quand ¢ varie. 
Or, en prenant o(X) indépendant de s, quand on l’exprime à l’aide 
des paramètres, 


a(A) = 9(X) = By (4 — 2) 7e + O[L+4(S, T)], 


et le dernier terme donne lieu à une intégrale bornée. Mais on peut 


sy be ; étant Lipschitriens; a raméne Fiat il 


best i Dae we | (m—1) ee ; fle P's SU, oni 1 
Fe En Peat, St as Je | 2 RSS CS (a a ECTS eres 


qui sont bornées (voir VII, 5). SS oe vee ee 
Donc les dérivées de co sont lipschitziennes d’ Rent h. a ras 

. Regardons comme fixes h, 8, & et ), et comme variable u, dont les 
enivaes ont leur valeur absolue inférieure à M, ainsi que leurs coef- … 
PR | ficients lipschitziens pour l'exposant A. Il est alors évident que les: 50 
EX _ dérivées de o sont O(M) (si l'équation de Fredholm a une solution = 
unique), et que leur coefficient lipschitzien est O(M) pour l’exposanth. = 


"Ji 


7. Conditions de Lipschitz pour les dérivées du potentiel. — St, outre 
les hypothèses du paragraphe 4, V est lipschitsien d’exposant h, et si les 
dérivées de c existent et sont lipschitziennes d’exposant h, toutes les déri- 
vées de u existent et coincident dans ® avec une fonction lipschitztenne 
d'exposant h; de même elles existent et coincident hors de @ + 8 avec 
une fonction HR d'exposant h. 


SO A ES 


Eu 
PRET TT 


S’il existe une fonction o (X), a dérivées secondes bornées dans @, 
qui coincide sur S avec la densité, l’identité | Ê 


AR 
[ G(X, A)@o(A) dS, 


Us 


(m—1) 
ie ZG(X, A)o(A)dS,= 
‘s 


m) : | 

PES G(X, A)Fo(A)dVi— a(X), 2 
© 

où X est supposé dans @®, et l'identité analogue pour X hors de ® +8 

(elle se déduit de la précédente en supprimant le dernier terme), suf- 

fisent à la démonstration (VII, 5). 

ae Dans le cas général, tant HS X est, par exemple, dans , nous pou- 

Bek vons écrire, en désignant par = un point quelconque assez voisin de, | 
A et en définissant o et 4, au voisinage de S, par le procédé habituel 
te (I, 4), c’est-à-dire en les faisant Date des} ss enr AES 
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non de Sm, 
à. (m—1) 
a) ZG(X, A)a(A) GSN 
(mu — 1) 
on OLG(X, A 5 06 (E 
EL a [e(A)—9(E) — 3s(as— 55) oe [ass 


(772) 
Ef à = (X, A) c(A) dV, 


= 0 (7u—1) 
aoe GER AULA) dS, 
Ss 


Oc (es eo 
y Es = ae D — [A 
+ | | Je A)F(ag— 3) dVa 
0 (72 —1) Ox z 
Sol : 9— Co B 0 
eae G(X, A) @(ap—%) dS, — $2 


Cette formule subsiste notamment si = est confondu avec X (il est 
évident qu'il suffit de considérer les points X assez voisins de S); or, 
dans ce cas, toutes les intégrales autres que la première restent 
lipschitziennes d’exposant / quand X tend vers S; en particulier 


d 


OX», 


(77 —1) 
fb G(X, A)@(ag— Es) dS, 
s 


dépend linéairement de & et devient donc bien lipschitzien d’exposant 
h quand on remplace & par gz; il en est de même pour tous les termes 
autres que le premier. 

Nous avons donc a considérer seulement la premiere intégrale, 


We EOLG (XMS da (X) 
ff ee |? c(A) Be Sahin os) de Jess 


Tout d’abord, elle est continue comme portant sur O[(L!+"(X,A)]. 
Montrons qu’elle est lipschitzienne d’exposant hk. Nous pouvons nous 
borner au cas où les deux points X et Y, pour lesquels nous voulons 
évaluer la différence, sont assez voisins l’un de l’autre et de S pour 
que la même représentation paramétrique (s,, 55, ..., 5m) convienne 
pour tous deux; on peut même faire en sorte que la distance de X à la 
frontière de la région qui admet cette représentation, reste supérieure 
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à un minimum positif fixe. Supprimons toute la partie de S extérieure 
à cette région : cela ote évidemment de l’intégrale une fonction lipschit- 
zienne d’exposant 4. Dans la partie conservée de S, soient 5” la région 


L(X, A<2 LÉ 


et S’ la région restante. L'intégrale 


(1) 9Z2G(X, A) ” PAR) dc (X) 
if So ae | 2(A) —2(X) — 3 (a3 x) ee dS, 


: I 
s” 


et celle qu’on en déduit en remplacant X par Y, sont évidemment 
O[L"(X, Y)]. Reste à intégrer la différence dans 5’; cela s'écrit 


POL GK, A) TOO Y, A) 7 S 


(mi—1) 
dZG(Y, A) PS Og Sls 
+f gC NF gx)— eC) 020) À 


0 0 
= 2s(as—y5)( gas — 5) | dSs. 


Or, dans S’, d’après le théorème des accroissements finis, 


BOLGTNICN NAT OUR TES pre 
Ba ge = L(X, Y) OLX, AY] 

l’autre facteur, sous la première intégrale, étant O[ L'*’(X, A)], cette 

intégrale est bien O[L!(X, Y)] (vor la démonstration de b, I, th. 1, 

p- 139); De méme 


‘ $ ) (m—1) ) x } 
oY) 2(X) Sapa) = | ff EVA) gs, — O[LA(X, Y). 
ts’ 


Le Oy 


\? 


La démonstration sera achevée si nous prouvons que 


(m—1) ns 
0Z.G(Y, À) 
fe (ag ds 


est borné. En remplaçant G(Y, A) par H(Y, A; 0) (V, 4), nous ôtons 
une intégrale bornée, comme portant sur O[L?-"(Y, A]. Or 


ZU(Y,A;0)=O[L-"(Y, A) ]By(yy— ay)my(A) 
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et 
Xy (Ny — ay) By (A) AS, 
CA TONER ALES 
= (= des nr +O[L'+4(Y, A }ate, Bog teen breathy 


S correspondant a Y et T a A; les dérivées du second terme sont 
O[L"(Y, A)]. On se ramène donc à 


(m—1) 0 ; 3 
fo (ys) Tye OLPC A) ou | dSs, 
les dérivées du premier facteur, dans l’accolade, étant O[ L-"-'(Y, A) ]; 
si donc la dérivation porte sur ce facteur, on a une intégrale bornée 
comme portant sur s,0[L7"(Y, A)]. Si la dérivation porte sur 5,, 
nous nous ramenons, en explicitant l’autre facteur et en retranchant 
une intégrale bornée, à 


(m—1) 
fh (as— yg)[ Zy,aAy,a(S) (ty—sy) (te—s5)] ? dt, ..., tm). 
ke 


Mais on peut aussi remplacer ag — Ye par 


dy 3 ; 
Ly (ty — sy) ds, + O[L'+4(S, T) ]. 
Le dernier terme donne une intégrale bornée, et l’on est ramené aux 


integrales 


(1) m 
si fie se Sea Ste Sete — 50) |? dit <5 bros) 
3S! 

Sic — m, cette intégrale est bornée comme portantsur s,,0[L-"(S, T) |. 
Si ¢4m, un raisonnement déjà employé (§6) montre qu'elle est 
encore bornée. 

Le théorème est donc démontré. 
Regardons comme fixes des limites supérieures des valeurs absolues 
des a,,s, 61, c, des dérivées des a, et des coefficients lipschitziens 
de toutes ces fonctions pour l’exposant fixe 4; une limite inférieure 
positive du déterminant des a, sera également considérée comme 
fixe. S est donné une fois pour toutes; on a une limitation fixe pour 4 
et pour son coefficient lipschitzien relatif à l’exposant /. On regarde 
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aussi comme fixe le domaine hors duquel 
Pu 


Fu y= 5 — "4, 


= 
* 0x2 


g étant positif fixe. Alors la fonction u(X,=)(V, 11) et celles de ses 
dérivées de tout ordre dont l’existence est démontrée, ainsi que les 
coefficients lipschitziens de celles-ci, ont des limitations fixes, comme 
on s’en assure en vérifiant seulement que le nombre q (Y, 11) a un 
maximum inférieur à 1, car il varie de façon continue si les a, 8, D, © 
varient en continuant de satisfaire à nos hypothèses, lesquelles sont 
satisfaites aussi par les fonctions limites (familles de fonctions égale- 
ment continues) (vorr aussi plus loin, XIV, 5). 

On en déduit que si les dérivées de o sont lipschitziennes d’exposant 


k(k<h) et de coefficient M, les valeurs absolues de 5 et de ses dérivées 


étant inférieures à M, les dérivées de x sont O(F ) et leur coefficient 


k 
: Sur ’ 1 
lipschitzien pour l’exposant £ est 05: 


8. Remarque sur Ou. —Si, des hypothèses précédentes, on supprime 
celle que Ÿ est lipschitzien, pour la remplacer par celle de la conti- 
nuité de Ÿ, la démonstration ne subsiste pas; on constate immédiate- 
ment pourtant sur les formules données, que, dans ce cas, Ou a une 
limite continue quand X tend vers S par points de @, ou quand X tend 
vers 8 par points n'appartenant pas à D +S. 

). Identité des deux valeurs de Ou. — Ces deux valeurs limites sont 
identiques. 


En effet, d'après les calculs précédents ($7), en un point de $ où 5 
et ses dérivées seraient nuls, les deux valeurs limites correspondant 
l’une à @, l’autre à l'extérieur de 0+ S, sont égales. Dès lors la 
démonstration donnée plus haut(V, 8) à propos d'un cas particulier 
peut être exactement reproduite dans le cas actuel. 


10. Généralisation. — L'intégrale 
(in —1) 
ve). ZG,(X, A )a(A) dS\: 
Ss 


ne diffère de celle qui vient d’être étudiée que par un certain nombre 


“2 PATES OR 
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de termes 
(772 —1) 
ef ZG) (X, A)a(A) dS, 
(mm) ; (m—1) 
ah G(X, AYA) f D ZG (A, B)e(2)dSa dVy rex). 


La dérivation de cette expression sous le signe | est possible, et l’on 


constate que ces dérivées sont lipschitziennes d’exposant quelconque 
inférieur à 1. Donc tout ce qui a été dit dans ce chapitre s'applique 
aussi à la nouvelle fonction wu. 


11. Autre sorte de potentiel. — Avec les mêmes hypothèses sur S et 
#, nous nommons aussi potentiel de double couche la fonction 


(m—1) 
u(&) = OG(A, Z)a(A)dSq. 
Z=f (A, E)o(A)¢ 
Elle peut s’écrire aussi (V, 18) 
(mu—1) 
u(Z)=0 (2) f @N(A,=)o(A) dS, 
; Ss 


ou, en introduisant la fonction G’(A, 2) = w(A)N(A, ), 


his = (mu —1) £ g(A) 
u()=0(®) f OG CS aye. 
a (7—1) = re) A 
— (2) f G'(A, =) RS a(A) da, 
Ss 


et comme G'(A, =) est, relativement à &, la solution élémentaire prin- 
cipale d’une équation satisfaisant aux mêmes hypothèses que l'équation 
donnée, on constate que toutes les propositions précédentes s’appli- 
quent, à ceci près qu'il faut remplacer Ow par Zu dans l'énoncé du 
paragraphe 9. 


CHAPITRE IX. 


CONSTRUCTION D'UNE FONCTION ASSUJETTIE SEULEMENT 
A CERTAINES CONDITIONS A LA FRONTIÈRE. 


1. On donne les valeurs à la frontière. — Supposons que la frontière 
$ du domaine borné ouvert @ satisfasse aux hypothèses (II, 1) et en 


Gutre à AE quel les dérivées de 


; _— lipschitziennes d’exposant h ee le ui 
es om et ee aes eS aa t qui ey " 
AT TR 
‘anaigalne 
é 


+ 


pd AE Soit So. une eis “dae ® qu 
l’aide des paramètres s,, Sere A Sm on ROSE = 
Il suffit de prendre dans cette région HR : 
TR 2 


RE CL 
7 


ef: 
À Ni ae = hots is mae Pa vinci) 


M UL'= PET Sin +a), 


et, ins ie reste de , de prendre u = 0. 


SR Mais sis, n’est pas formé, le plus simple est asset wal équa- “a 4 
ee tion Er pres ay ete 
ER | Poe : HIS ne 
SC (1) ker | ‘ 254 — tuo ee ets | * tego is 


use it par la méthode déjà vue (V, 9), avec la simplification que 
| le nombre Æ du passage cité peut être pris égal à zéro. On constate 
FA … immédiatement (VIII, 3, 4) que les conditions voulues sont remplies; 
si M est une limite supérieure de | | et du coefficient lipschitzien de o 
pour l’exposant /, on a|u|<M et le coefficient lipschitzien de u poy 
l’exposant / est + M | 
(1 — k)? 


_2. On donne les valeurs de u et de sa dérivée normale à la frontière. 
oe Supposons maintenant qu’il s’agisse de former dans @ une fonction 
4 u dont les dérivées soient He d’exposant #<h<1, etqu’on 

; se donne sur S les valeurs de wu et de toutes ses dérivées. Il faut natu- 
4 rellement que ces valeurs soient compatibles avec le probléme, ce qui 
a entraine que les valeurs données de w aient toutes leurs dérivées lip- 
schitziennes d’exposant / et que les valeurs données des dérivées soient 
E celles qui résultent de la connaissance de wu et de la dérivée normale; 
on peut donc, comme dérivée, se donner seulementla dérivée normale, 
. qui doit étre lipschitzienne d'éxposint k. 
È Soit u, une fonction prenant sur S les valeurs données, et qui soit 
_ formée par l’une des méthodes précédentes. Si l’on a pris la prémière 


eid 
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méthode, il est évident que les dérivées de u, sont lipschitziennes 
d’exposant #; si l’on a pris la seconde méthode, cela a encore lieu 
(VII, 6,7). Il s’agit donc de former une fonction w,, nulle sur 3, et 
telle que, sur S, 

dus, di, dil, 


— ; 
dn dn dn 


u étant la fonction cherchée; de plus les dérivées de w, doivent être 
lipschitziennes d’exposant /; on pourra prendre alors u—u, + Up. 
Or, soit u, —5,(5, + av, pour o>5,, > — a; pour s,—— a, on 
prendra fo — 0; sur S, ¢, sera donné par 


dug. dsm. 


25,705 
dn 2 dn? 


enfin assujettissons ¢, à l’équation (1): #, est alors connu; dans le 
reste de @, nous prenons u, — 0. Cette fonction w, jouit des proprié- 
tés désirées (VIII, 5). 

Si M est une limite supérieure des valeurs absolues des valeurs 
données de w et de ses dérivées, ainsi que de leurs coefficients lip- 
schitziens pour l’exposant /, on a|u, |< M; les dérivées de wu, sont 


[rer] 


et leur coefficient lipschitzien est 


rer 


M 
en 


et les dérivées de s,,(s,, + @)% sont 


M 
or 


leur coefficient lipschitzien étant 


x M 
rer | 


Alors 


~ 


i 


Don 


QE 


Ta 


er 


cenfin — 


» + 


a ae 


_etle soefficient li 
2 posanté, à 00 


‘ 


Le 


" 


eee 
pschit 


ziel 


+ 


+ 


n des 


4 


à 
ot ae 
dx 
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UNE PROPRIÉTÉ 


DU 


DISCRIMINANT DES CORPS ALGÉBRIQUES 
Par M. JACQUES HERBRAND (‘) 


SS OS 


Tatorime. — © étant le discriminant par rapport au corps k d’un sur- 
corps relativement métacyclique K de degré relatif N, on aS =a"(«), 
où a est un nombre tel que : 


a. 4=1(mod. b), b étant le plus grand idéal divisant 4 et premier 
Cas 

b. Le conjugué de « dans un corps réel conjugué de k n’est négatif 
que si le conjugué correspondant de K est imaginaire et si N=2 (mod. 4). 


Remarques. — 1. 3 est divisible au moins par le carré de ceux de ses 
tdéaux premiers qui divisent 2. 


Cette remarque est vraie pour tout sur-corps galoisien et résulte de 
la formule connue de Hilbert donnant la puissance à laquelle un idéal 
premier p intervient dans le discriminant : cette puissance est 


piece Hp pt}... 


où ef, e, p™, p™, ... sont respectivement les degrés des groupes de 
décomposition, d’inertie et des groupes successifs de ramification, et 
ou efg = N. L’exposant de cette puissance ne peut être égal à 1 que 
si f= g=1, ¢ = 2, p“=1, mais ceci est impossible si p divise 2, car 


(1) Ce Mémoire était partiellement rédigé au moment de la mort tragique de 
mon ami Jacques Herbrand. J'ai achevé la rédaction de ce Mémoire d’après les 
brouillons trouvés dans ses papiers. Claude CHEVALLEY. 


Ann. Ec, Norm., (3), XLIX. — Avr 1932. 14 
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alors p = 2 et p™ qui est, comme on sait, la plus haute puissance de p 
divisant e, est égal à 2. 


9 


le 


Prenons pour # le corps des nombres rationnels, alors : 


a. Ou bien S est pair et, d’après la remarque 1, S est divisible 
par 4. 

b. Ou bien 5 est impair, alors, d’après le théorème, 5 =(a) 
où a=1(mod. 4), a n'étant négatif que si K est imaginaire et 
N= 2(mod. 4). 


Nous avons jusqu'ici considéré 5 comme un idéal; mais quand le 
corps de base est rationnel, on sait que l’on peut considérer le discri- 
minant comme un nombre, à savoir le carré du déterminant 


| wi? | (4, j =1, a, ...,N), 


les w; formant une base des entiers, les|w'’’| étant les conjugués des w.. 
Pour appliquer le résultat précédent, il faut trouver le signe du carré 
de ce déterminant. Or, si nous prenons pour les w;, non plus une base 
des entiers, mais un systéme d’entiers indépendants quelconque, 
|w?” |? est multiplié par le carré d’un entier rationnel, done son signe 
ne change pas. Posons donc 


f=lof" |, 


Wy, Way +, Wy étant un système quelconque d’entiers indépendants. 
Nous allons montrer que f n’est négatif que si K est imaginaire, 
etN=2(mod 4); nous supposerons K galoisien. 

a. Si K est réel, |w} | est réel, donc / positif. 

b. Si K est imaginaire, soit K le plus grand sous-corps réel de K. 


On a K=K(Vz), pour un « deK qu’on peut supposer entier. Soit 


is Mas cos Uh 


uy une base des entiers de K. Prenons POUF Wyy Wo, wey Wy, 


#12 


lé SYSTÈME, Hs sss, Us Us Va, ua, ..., ty Va. Si l’on calcule || 


et qu’on élève au carré, on trouve sans peine 


J=\ pw) \*N (a) aN (oye, CAES =) 


UNE PROPRIÉTÉ DU DISCRIMINANT DES CORPS ALGÉBRIQUES. 107 


l'indice supérieur j indiquant les différents conjugués de K, Na) 
désignant la norme de « prise dans K par rapport à 4. 
[pe étant rationnel, |u”|* est > 0. à et tous ses conjugués sont 
négatifs, car K et tous ses conjugués sont imaginaires. Donc, l’exprés- 
sion étudiée n’est négative que si N = 2(mod.4). 

Nous avons, en résumé, démontré que : 


a. Le discriminant d'un corps algébrique galoisien n'est négatif que 
st Ce corps est imaginatre et st son degré est congru à 2(mod. 4). 


Il suffit de comparer à ce que nous disions au début de cette 
remarque pour voir que nous retrouvons dans le cas particulier d’un 
corps métacyclique le théorème de Stickelberger-Schur. 


b. Le discriminant d'un corps algébrique est congru à o ou à 


1(mod. 4). 


La démonstration qu'a donnée Schur de ce théorème est infiniment 
plus simple qué tout ce qui précède; mais notre seul but était de 
montrer qu'en tenant compte de a., c’est un cas particulier de notre 
théorème. 

Il suffit de particulariser ce même théorème pour retrouver, toujours 
dans le cas des sur-corps métacycliques, le théorème de Hecke : 


Le discriminant d'un corps algébrique, par rapport à un sous-corps, 
est dans le carré d’une classe de ce sous-corps. 


Notre théorème fond donc en un seul les théorèmes de Stickelberger- 
Schur et de Hecke. Mais comme ces deux théorèmes sont vrais pour 
des sur-corps quelconques, même non galoisiens, il est probable que 
notre théorème reste vrai quand on supprime l’hypothèse que K est 
relativement métacyclique. 

De plus, comme le théorème de Hecke n’est qu’une conséquence du 
suivant : | 


1 


La différente dun corps algébrique par rapport à un sous-corps est 
toujours dans le carré d’une classe du sur-corps, il est probable qu’un 
théorème analogue à celui énoncé au début doit être vrai pour la diffé- 
rente au lieu du discriminant. 


“War 
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Démonstration. — I. Supposons le théorème démontré pour tous 
les degrés relatifs diviseurs de N. 

Soient alors # un corps réel, K un sur-corps métacyclique, de degré 
relatif non premier, K un corps intermédiaire, N le degré de K par 
rapport à #, n celui de K par rapport à K. 

Soient Sx,, Sis Sxx, les discriminants relatifs du premier corps en 
indice par rapport au second; bu, br, Dix les plus grands idéaux des 
corps #, k, K, respectivement premiers aux discriminants de mémes 
indices et divisant 4. 

D’après une formule connue 


Nix, désignant la norme prise dans K par rapport à #. D’après l’hypo- 
thèse, ona 
FRx— 0° (a), 


a étant un idéal de #, « un nombre de # tel que x =1(mod. b;,), et le 
conjugué de « dans un conjugué réel de Æ n’est négatif que si le conju- 
gué correspondant de K est imaginaire et È = 2(mod. 4); 

SKr= À (A), 
À étant un idéal de K, A un nombre de K tel que A=1(mod. Br), 


et le conjugué de A dans un conjugué réel de K n’est négatif que si le 
conjugué correspondant de K est imaginaire et n = 2(mod.#). 
Done, 


tf 


ke d°(a) Nrx(A), 
a* étant un idéal de #. 
1° L'idéal b,, divise bg,, puisque Sx, divise 5,,. Donc, 
a" =1 (mod.bxx). 
: fe ; ; 

D'autre part, b,, divise B,<. En effet, soit p un facteur premier de b,,, 
et soit & un diviseur premier de p dans K. & est premier à Sx,, donc 
Sc. & étant la contribution de & à 4, il en résulte que &° divise B,;. 


Or, IL étendu aux diviseurs premiers de p dans K est la contribution 
de p à 4. D'autre part, B,% est un idéal invariant par les automor- 
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phismes de K par rapport à 4, car il en est ainsi de 3, K étant galoi- 
sien sur £. Donc, | 
Be, Nk(A) = 1(mod. qx) 
et, par suite, 
aNx(A) = 1 (mod. Pxx). 


2° Il reste à démontrer l’assertion sur le signe de «"Nx,(A) et de 
ses conjugués. Pour cela, il suffit de faire un tableau des différents 
cas possibles. 4 désigne dans ce tableau un conjugué réel de k, K" 
et K\ les conjugués de K, K qui contiennent #1. On désigne par « le 
conjugué de « dans #1, par A” les conjugués de A dans KW. K étant 
galoisien sur #, ces conjugués ont tous le même signe si K" est réel. 


Signe de 
[ar Nik (A)]. 
K® réel AÛT 0 + 
= Nae 
Ki réel ie ee pair + N=o (4) 
ai > o is n = 2(mod4) SANK 
K imaginaire 5 impair — N=2 
Be aah A> 0 + N=o 
K imaginaire n = 0(mod2) + N26 
N =0(2) — K imaginaire À = 2(4)aû > 0 — N=2 
Te. 
; ey Mn # o(mod 2) N 
[Nge(A)]?> 0 DT ee N=o ( 
n 


L’examen de ce tableau prouve que [«”N;,(A)]' a toujours le signe 
indiqué par l’énoncé du théorème. 


Il. Si nous démontrons le théorème par les extensions relativement 

cycliques de degré premier, il sera évidemment, en vertu del, démon- 

tré pour toute extension métacyclique. Soit donc K un sur-corps 
cyclique de degré relatif 7 du corps #. 


a. 142. — Dans ce cas, si f est le conducteur de K par rapport à #, 
on aS =f"' et /—1 est pair. Donc, est le carré d’un idéal. D'autre 
part, KŸ est de degré / sur Æ° et ne peut, par suite, être Imaginaire 
que si #0) est imaginaire. Donc, le théorème est démontré dans ce cas. 


b. I— 2. — Soit f le conducteur de K par rapport à #. On dési- 


ARTE dec PT na ne 
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gnera par p les idéaux premiers finis premiers à 2 divisant f, par !, 


1, {des idéaux premiers facteurs de 2, par p.., les idéaux premiers à 
l'infini divisant f, par p.,, les autres. L'idéal f est de la forme 


f= Mp A 1 Mp. 3, 


où l’on désigne par. e la contribution d’un idéal { à 2 et où æ;<e;(° Ye 


Donc, les idéaux { sont ceux premiers à f. Soient H le _groupe des 
nombres de & premiers à f, H~ pour un idéal généralisé m, le groupe 


des restes quadratiques fangs m). Done, 


Hi=[Hp,, Hest, His, Hp]. 
Soit 
H=[Hee, Wise]. 

Désignons par : 

a, un nombre appartenant à tous les groupes H,, Hee+, He, Hy, 
sauf à Hp, ; $ ake ae ape 

b, un nombre appartenant à tous les groupes Hy,, Hee, Hen, Hy, 
sauf à Hee, mais appartenant à He 23 

c;, un nombre appartenant a tous les groupes H,,, Hee+, Hee, Hy. i, 
sauf à à FRE 


Tout nombre de H se met et d’une seule manière sous la forme 
Hal" ITcio, les æ;, y;, 2; étant des exposants égaux à o ou ar et w 
un nombre de He. 

Soit G le groupe des nombres à de H tels que (x) soit un idéal du 
groupe pour lequel K est corps de classes. Le groupe G ne contient 
aucun des nombres a;, b;, c; et est d'indice 2 dans H (*). Par suite, la 
condition nécessaire et suffisante pour le nombre Ia. bY. ese, 
© étant dans H,, soit dans G est que 


Lxi+ Ey;+2z;=0o (mod.2). 
Ceci posé, considérons les nombres 8 tels que 


COS B=1 (mod.l«), B= I (mod. Ex), (6) =p". 


Re RS ny nt SR CR EU 
( oir Iasse, Klassenkénpertheorie, 2° partie. 


>} 
2) Sauf si f=(1). Mais, dans ce cas, le théorème est trivial. 
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Les (B) étant carrés d’idéaux sont dans G. D’autre part, 


OO) 


Soit 5 = May'ITby Mew, w étant dans H;. On a 


PA aj \"i bi. \% yaa 
(5 % () a (sec | (— a 2 
Jan. 


PNB Mp, pes b= Wee 


D'où, puisque 


+ 


Zx+Ey;+Zz= (mod, 2), ( 


Or, nous poserons 


et nous remarquerons que les corps (VB) sont les corps dont le 
conducteur divise b. En effet, le conducteur de tout corps k(VB) 
divise b; si, d'autre part, le re d'un corps #(VB) divise b, 
(B’) est le carré d’un idéal que l'on peut supposer, en multipliant G 
par le carré d’un nombre de 4, premier à f. De plus, 


B=1 = (mod HR ITP), 
Or, soient : : 
&, le groupe des idéaux de & premiers à b; 
dC, le groupe des idéaux de la forme a*(«), a et « étant dans A; 
dem, le groupe des idéaux de la forme a? (y), a étant dans & 
el (mod m ); 


et soit enfin 
DE = Bb pi. 


Soit G un sous-groupe d'indice 2 de & contenant #5, et soit £(\/B) 
le corps de classes pour G. La condition nécessaire et suffisante pour 
que f soit dans G est (=) = 1, c’est-à-dire si l’on pose 

6 = Na Ho cj, 
w dans Hj, Esi= 0 (mod. 2). Mais les 2;0 correspondent à des 
idéaux p, , qui sont dans le conducteur de G. Donc, la condition néces- 


saire et suffisante pour que f soit dans G est que le nombre des 
idéaux p., divisant le conducteur de G soit pair. 
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Soit, d'autre part, 6, un nombre =1 


> Lo 
(od ni...) 
3 Jo 
ay a f 
mais <1(mod. p,,;). Considérons | idéal rs Le groupe CL/ dC; est 
\ j\P; : 

de type (2, 2, ..., 2). Soit G un sous-groupe d'indice 2 de & conte- 
nant #5. Si le conducteur de G ne contient pas p.,,, (B,) est dans G, 
car 8, est congru à 1 modulo le conducteur de G. Si le conducteur 
de G contient p..,, (B,) n'appartient pas à G. En effet, soit n ce con- 
ducteur et soit 


n—=n, Pojo* 
Tout nombre =1(mod. n,) est ou bien congru a1 (mod. n) ou bien 


produit d’un nombre =1(mod. n) par 8,. Si B, était dans G, tout 

idéal représentable par un nombre =1(mod. n, ) serait dans G, ce 

qui n’est pas. Donc II;(;) appartient ou non à G suivant que le 

nombre des p.; qui divisent le conducteur de G est pair ou impair. 
t 1 1: 3 C HD ~ 

Donc iG) appartient toujours à G. Comme &/ä0ÿ est de type 


(2, 2, ..., 2), Pidéal en question appartient à J¢;, ce qui démontre 
le théoréme. 


SUR DIVERSES EXTENSIONS 


DE LA 


NOTION DE CONTINU D'ORDRE BORNE 


Par M. A. MARCHAUD. 


Introduction. 


Dans un travail précédent ('), cherchant à généraliser le plus pos- 
sible la notion de courbe algébrique, j'ai appelé continu d'ordre borné 
tout continu borné de l’espace euclidien à n dimensions, rencontré en 
un nombre borné de points par toute multiplicité linéaire à n—1 
dimensions. Le maximum du nombre de ces points est l’ordre du con- 
tinu. Un continu d’ordre borné est nécessairement une courbe, et 
celle-ci est d'autant plus simple que l’ordre du continu se rapproche 
davantage du nombre des dimensions de l’espace qui le contient. Je 
me propose de montrer dans le présent Mémoire qu’un continu est 
encore une courbe quand on fait sur lui des hypothèses analogues à la 
précédente, mais beaucoup moins restrictives. On considérera non 
plus toutes les multiplicités linéaires à n —1 dimensions, mais sim- 
plement certaines familles d’entre elles et les sections du continu par 
ces multiplicités pourront se compliquer jusqu’à être seulement punc- 
tiformes. Enfin il s’agira de continus bornés ou non de l’espace 
projectif. | 

Je vais esquisser brièvement les résultats auxquels nous serons 
conduits. La notion qui interviendra est celle d'ordre (d’un ensemble) 
par rapport à un faisceau. Un faisceau d'aréte w est un système de 


(:) A. Mancnaun, Sur les continus d'ordre borné ( Acta math., t. 55, p. 67 
et 115). 
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multiplicités linéaires à n — 1 dimensions ayant en commun la multi- 
plicité linéaire à n — 2 dimensions w, située à une distance finie ou 
non. Les expressions : faisceau complet, faisceau partout dense s en- 
tendent d’elles-mémes. | 

Un ensemble est d'ordre borné, d'ordre fini ou d'ordre puncti forme 
par rapport à un faisceau, si la section de l’ensemble par chaque mul- 
tiplicité (à n — 1 dimensions) du faisceau contient un nombre borné 
ou fini de points, ou bien est un ensemble punctiforme (ne renfermant 
aucun continu). 

Ceci posé, voici les principales conclusions du Mémoire : 


I. Un continu d’ordre punctiforme par rapport à un faisceau complet 
est une courbe cantorienne (continu de dimension un au sens de P. - 
Urysohn). 


II. Si, de plus, le continu est d’ordre fini par rapport a un faisceau 
partout dense, de méme aréte, c’est aussi une courbe de Jordan. 


III. Un continu d’ordre fini par rapport à un faisceau complet est 
décomposable en une infinité dénombrable d’ares simples tels que 
deux quelconques d’entre eux aient au plus un point commun, extré- 
mité pour chacun d’eux, laquelle ne peut appartenir à un troisième 
are. 


IV. Si un continu d'ordre borné par rapport à un faisceau complet 
n'a pas de point sur l’arête et possède seulement un nombre fini de 
points de ramifications ('), il est la somme d’un nombre fini d’ares 
simples n'ayant deux à deux en commun que des extrémités. 


Dans les trois derniers cas, le continu se réduit à une courbe simple 
s’il n’a pas de point de ramification. 

Javais obtenu des proportions analogues aux deux dernières, en 
supposant le continu borné, et d’ordre borné par rapport à 7 faisceaux 
dont les arétes sont à l'infini sur les faces d’un n-ddre (*) dont le 
sommet est à distance finie. 
mm Lo nn ee Ne ap UE A CU NON Bs, 

(') Voir plus loin [n°3]. 


(*) Un »-èdre est un système de 7: mulitplicités linéaires à 2 — 1 dimensions 
ayant un seul point commun, le sommet. 
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Dans ce cas les arcs qui interviennent sont rectifiables ('). Il est 
bien évident qu’on ne peut obtenir un tel résultat en faisant des hypo- 
thèses sur un seul faisceau : une courbe non rectifiable y = f(a) est 
un continu d'ordre un par rapport au faisceau parallèle à l’axe des y. 
Dans un travail, qui paraîtra dans un autre recueil, j’étudie les arcs 
simples d’ordre fini par rapport à n faisceaux complets convenable- 
ment choisis. | 

Remarquons enfin que le théorème IV permet d'étendre aux continus 
non bornés de l’espace projectif, les propriétés des continus bornés 
d'ordre borné, et en particulier celles des continus plans d’ordre 2 et 3, 
et des continus gauches d'ordre 3 et 4, étudiés plus spécialement dans 
le Mémoire cité. Je compte d’ailleurs revenir sur ce sujet dans une 
étude systématique des courbes et surfaces d'ordre borné, définies 
d’une manière aussi immédiate que possible à partir de la notion de 
continu. 

Les principales conclusions de ce Mémoire ont été communiquées 
à l’Académie des Sciences (?). 


Définitions et propositions préliminaires. 


{. Comme on l’a dit, il s’agira dans ce travail d’ensembles bornés 
ou non, situés dans un espace euclidien projecti f à n dimensions (n22). 
Pour commencer nous préciserons la définition des éléments qui 
interviendront : domaine, continu, courbe de Jordan, courbe canto- 
rienne, etc., lorsqu'on ne considère pas seulement des points à 
distance bornée. 

Les notions classiques de la théorie des ensembles se définissent à 
partir des notions locales de point isolé, de point d’accumulation, de 
point intérieur. Il suffira donc d'étendre celles-ci. Un point à l'infini 
a, d’un ensemble E, sera dit : point isolé, point d'accumulation de l’en- 
semble, ou bien point intérieur à l’ensemble, s’il existe une transfor- 


(1) A. Marcuaup, Mémoire cité, p. 76 et 78. 

() A. Marcnaun, Sur diverses extensions de la notion de continu d'ordre 
borné (C. R. Acad. Sc., t. 193, 9 novembre 1931, p. 807). Voir aussi C. R. 
Acad. Sc., t. 193, 30 novembre 1931, p. 1050. 


i 


plus d’un point, qui ne peut ètre décomposé en deux ensembles fermés 


one au RER ne E. Ces d i 
pendantes de la transformation choisie. Ets 

Les notions précédentes sont des invariants. project ifs, el : 
aussi celles qui s’en déduisent immédiatement : ensemble | ! 
ensemble parfait, domaine. Nous appellerons domaine un semble — 
ayant un point i intérieur. Un point est extérieur à un domaine s'il est. 
_intérieur à son complémentaire. La frontière d’un domaine est l’en- 
semble des points de l’espace ao ne sont ni intérieurs ni extérieurs | SR 
au domaine. Il est immédiat qu un ensemble de points non extérieurs bi Saas 
[non intérieurs] ne peut avoir un point d'accumulation extérieur FRE 
Load LMP my) LE Fe ant 


de Continu. — On appelle continu tout Sent fermé, contenant 


disjoints — c’est-à-dire sans point commun. La définition adoptée ici 
est celle de Jordan. On sait qu’elle est équivalente i à celle de Cantor 
gene on considére des ensembles bornés. 

Un ensemble dont aucun sous-ensemble n’est un continu est dit : 
punctiforme. (On dit aussi : pares discontinu.) 


3.° Courbes de Jordan. — La définition des courbes de Jordan fait 
‘intervenir celle de correspondance continue. Pour étendre cette notion 
au cas où l’on considère les points à l'infini, on remarquera que, pour 
des ensembles bornés, la définition habituelle est équivalente à celle- 
ci(') — qui s'étend d’elle-méme. 
Une transformation univoque entre les points » d'un ensemble ; 
fermé e, et ceux M d’un ensemble E, est continue dans le sens m —M, 
si, quel que soit le point d’accumulation m, de e, à tout de suite m,, 


Ma, ..+, ayant pour point d’accumulation unique m,, correspond la 
suite M,, M,, ..., ayant pour point d’accumulation unique l’homo- 
logue M, de m, — à moins que M,, M,, ..., soient tous confondus 


avec M,. 
ee SS 

() On pourra aussi consulter l'ouvrage de M. Hausporrr, Grundstige der 
Mengenlehre (Leipzig, 1914, p. 360). 


/ 
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L'ensemble E est évidemment fermé et l’on voit aisément que si la 
correspondance est biunivoque, elle est bicontinue. 

Ceci posé, une courbe de Jordan ouverte | fermée ] est l’image univo- 
que et continue d’un segment de droite [ d’un cercle (‘)]. Si la corres- 
pondance est biunivoque, on obtient une courbe simple. Un arc simple 
est une courbe simple ouverte. Un continu somme d’un nombre fini 
de courbes de Jordan est évidemment une courbe de Jordan. 

Enfin, on dira qu’un point O est point deramification d’un continu, 
si l’on peut trouver sur lui trois arcs simples n’ayant en commun deux 
à deux que O. 


4. Courbes cantoriennes. — Nous adopterons pour les courbes can- 
toriennes la définition donnée par P. Urysohn, dans son remarquable 
Mémoire sur les multiplicités cantoriennes (*): continu de dimension 
un. Je rappellerai brièvement les définitions et les résultats de cet 
auteur, qui nous seront utiles ici. 

Un point M d’un ensemble E est dit e-séparé (*) de E, par l’ensemble 
B, s’il existe une décomposition 


E=A+B+D 


satisfaisant aux conditions suivantes : 


1° À contient M; 
2 AXD+A%XD—o (*); 
3° A + Best intérieur à la sphère de centre M et de rayon ¢ (*). 


Un point de E qui peut être e-séparé de E, quel que soit ¢, par un 


ensemble vide est de dimension zéro (par rapport à E). Un ensemble 
dont tous Les points sont de dimension zéro, par rapport à lui, est de 


dimension zéro (?). 


1 


2 


(*) 
(*) 
(*) 
(*) 
C 


Ou d’une droite, car une droite est une courbe simple fermèe. 
P. Urysoan, Sur les multiplicités cantoriennes (Fund. Math.,t. VIT, p.93). 
Ibid., p. 65. 
Siivant l'usage G désigne la somme de l’ensemble G et de son dérivé. 
) C'est-à-dire à une distance de M moindre que €. La sphère de centre M et 
de rayon ¢ est l'ensemble des points dont la distance à M égale &. 

(°) P. Unysoun, Mémoire cité, p. 69. 
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Il résulte immédiatement de la condition 2° de l’e-séparation, qu'un 
continu n’a pas de point de dimension zéro. 

Les dimensions supérieures se définissent par induction. Un point 
d’un ensemble E, qui n’est pas de dimension <4 (par rappport à E) 
est de dimension #, par rapport à cet ensemble, si, quel que soit &, il 
peut être e-séparé de E par un ensemble de dimension #—1. Un 
ensemble est de dimension # s’il contient un point de dimension & 
(par rapport à lui) et aucun de dimension supérieure (‘). 

Un ensemble fermé punctiforme est de dimension zéro (°*). 

Tout ensemble de l’espace euclidien à m dimensions sans point 
intérieur est de dimension <n — 1 (°). 

Les considérations de P. Urysohn s’appliquent seulement a toute 
portion bornée de l’espace; mais comme la dimension d’un point est 
une propriété locale (‘), on en étendra aisément la définition aux 
ensembles de l'espace projectif. 

On dira qu’un point à l'infini m, d'un ensemble E, est de dimen- 
sion # par rapport à E, s’il existe une transformation homographique 
dans laquelle le transformé de m est à distance finie et de dimension # 
par rapport au transformé de E. 

Cette définition est indépendante de la transformation choisie, car 
la dimension est un invariant topologique (*). 


5. Il est immédiat que toutes les notions définies dans les numéros 
précédents sont des invariants projectifs. Je terminerai ces généralités 
par deux propositions préliminaires qui nous seront utiles. La pre- 
mière est l'extension à l’espace projectif du théorème de Weierstrass- 
Bolzano : 


Tout ensemble contenant une infinité de points à l'extérieur de toute 
sphere, possède au moins un point d’accumulation à l ‘infint, 


Soient, en effet, E un tel ensemble, O un point fixe à distance finie. 


a ep re me es pe ee gee, 


(*) P. Urysonx, Mémoire cité page 66. 
Cy Lords, ps 
(Oy Od. Die 
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On peut trouver sur E une suite de points M, telle que la distance OM, 
soit infinie ou supérieure an. L'ensemble borné des points p, et 11,, où 
chaque droite OM, rencontre la sphère de rayon un de centre O admet 
au moins un point d’accumulation «. Le point à l'infini de Ox est évi- 
demment un point d’accumulation de E. 

Il résulte immédiatement de l’énoncé précédent que tout ensemble 
fermé sans point à l'infini est borné, et encore que l’espace projecti f est 
compact. 


6. La seconde proposition préliminaire est l'extension aux continus 
non bornés d’un lemme que j’ai signalé la première fois dans mon 
Mémoire sur les continus d’ordre borné ('), et dont je me suis servi à 
plusieurs reprises. 


St un continu, ayant un point intérieur et un point extérieur à un 
domaine, possède seulement un nombre fini k de points sur la frontière 
de ce dernier, tl est la somme d’un nombre fint de continus distincts, les 
uns non extérieurs, les autres non intérieurs au domaine. Chacun de ces 
continus a au moins un point sur la frontière et k au plus. Il n'y a pas 
plus de k continus dans chaque catégorie. 


La démonstration que j'ai donnée de cette proposition dans le cas 
d’un continu borné ne peut s'étendre d’elle-méme, car elle fait inter- 
venir la notion de distance. En voici une, générale, qui est d’ailleurs 


plus simple. 
Soit E un continu satisfaisant aux conditions de l’énoncé par rap- 


. port au domaine D. Désignons par A,, Ay, ..., A, les points de E 


situés sur la frontière de D, par E, l’ensemble des points de E non 
extérieurs à D, par EH? l’ensemble des points non intérieurs à ce 
domaine. Ces ensembles sont fermés [ n° 1]. 

Il suffira évidemment d'étudier la structure de E,, par exemple. 
Remarquons d’abord que si cet ensemble peut étre décomposé en un 
nombre fini d’ensembles fermés disjoints, F,, F,, ..., F,, chacun 
d’eux contient au moins un point A;. En effet, si F,, par exemple, ne 
contenait aucun de ces points, E serait la somme de deux ensembles 


Re 


(*) Acta Math., t. 55, p. 70. 
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one car = ide un + ER 3 on 


PES Is nes ee poe Jun d 


“ration der ocre au ss ants al 
“rations, car chaque fois le nombre des ensembles 


d’une unité. On aura alors un nombre fini d’ensembles terne disjoints 


_ indécomposables. Ce sont des continus ou des points isolés, chacun 


_ d’eux contenant au moins un A,. De plus, l'un d'eux au moins est un a 


continu. 
_ On obtient un 1 résultat analogue pour E”. Or,ona 
ELE  LER 


D’ autre part, un aint isolé d’un des ensembles E, ou a E° ne peut être 
point isolé pour l’autre, sans quoi il serait point isolé de E. On peut 
donc, dans la décomposition précédente, réduire E, et E° aux seuls 
continus qu'ils contiennent, ce qui achève la démonstration. : 

De l’étude précédente, il découle aussi qu’un continu ne peut avoir 
un point intérieur et un point extérieur à un domaine sans avoir un 
point sur la frontière. | : 

Le fait que E, et E” sont fermés est, en effet, indépendant de I’ ae 
thèse relative aux points sur la frontière de D. Si E, et E? étaient 


disjoints, E ne serait pas un continu; d’autre part, ils ne peuvent avoir. 
de point commun que sur la frontière du domaine. 


Le Théorème I. 


7. Faisceau. Ordre par rapport à un faisceau. — Nous pouvons 
maintenant aborder l'étude des continus qui font l’objet de ce travail. 
Jintroduirai d’abord les notions de faisceau et d'ordre par rapport à 
un faisceau, la dernière a surtout pour but de simplifier les énoncés. 

Un faisceau d'aréte w (dans l’espace dn dimensions) est un système 
de multiplicités Heaney à n—1 dimensions ayant en commun la 
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multiplicité am — 2 dimensions w, située à distance finie ou non. Un 
faisceau est complet s’il renferme toutes les multiplicités (linéaires 
à n—r dimensions) passant par l’arête. Un faisceau est partout dense 
_si son dérivé contient tout l’espace. 

On dira qu’un ensemble est d’ordre borné, d'ordre fini, ou bien 
d'ordre punctiforme par rapport à un faisceau si la section de l’en- 
semble par chaque multiplicité du faisceau contient un nombre borné, 
ou seulement fini de points, ou bien est un ensemble punctiforme | n°2 |. 


8. Dans le plan (n= 2), un continu d'ordre punctiforme par rap- 
port à un faisceau partout dense est évidemment dépourvu de points 
intérieurs, c’est donc une courbe cantorienne [n° 4]. Ce cas est le seul 
où des hypothèses sur un faisceau unique partout dense, mais non 
complet, suffisent à prouver qu’un continu est une courbe. Dès que n 
surpasse 2, les multiplicités qui échappent à un tel faisceau peuvent 
renfermer des surfaces, des volumes, etc., sin — 2,3, ....1Il faudra 
donc au moins supposer que le continu est d'ordre punctiforme par 
rapport à un faisceau complet. Je vais montrer que cette condition est 
suffisante pour que le continu soit une courbe cantorienne. 


9. Je présenterai la démonstration de manière à obtenir un résultat 
utile pour la suite [n° 11]. 

Soit E un continu d’ordre punctiforme par rapport au faisceau com- 
plet C,,, d’aréte w. Donnons-nous un faisceau partout dense, de même 
aréte, D,,. Je vais montrer que tout point M de E, à distance finie, est 
intérieur à un domaine A,, intérieur à une sphère de centre M et de 
rayon donné €, tel que les points de E situés sur sa frontière appar- 
tiennent à un nombre fini de multiplicités de D... 

On distinguera deux cas, suivant que M est en dehors de w ou sur. 
Examinons d’abord la première hypothèse, et supposons « à distance 
finie. 

Appelons bidièdre d’aréte w le domaine balayé par une multiplicité 
linéaire à 2 — 1 dimensions JW, contenant w, quand on la fait tourner 
autour de cette arête d’un angle «, moindre que x. Les positions 
extrèmes de JN sont les faces du bidièdre, elles en font partie. « est 
l’angle du bidièdre. 
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Ceci posé, soit M un point de E hors de w. La section de E par la 
multiplicité [w, M]de G,, qui passe par M, est un ensemble fermé punc- 
tiforme, On peut donc, d’après un théorème de M. Painlevé, étendu 
par M. L. Antoine ("), au cas d’un nombre quelconque de dimensions, 
trouver dans [w, M] un domaine polyédral fermé V, dont la frontières, 
sur [w, M], ne contienne aucun point de E, cette cronfaee étant com- 


prise entre les sphéres de centre M de rayons 5 et =. Choisissons un 


bidièdre à, d’aréte w, dont les faces appartiennent à D, et possé- 
dant [w, M] à son intérieur. Faisons tourner V autour de w, de part et 
d'autre de sa position initiale, de manière à l’amener sur les faces de à 
sans sortir du bidiédre. V balayera un domaine A, ayant M à son inté- 
rieur. La frontière de Ay est constituée par les positions extrêmes de V 
dans les faces de à et par les points balayés par S. On peut choisir à 
assez petit pour que cette dernière partie ne renferme aucun point 
de E, sans quoi S dans sa position initiale, sur [w, M], contiendrait 
des points de E qui est fermé. Enfin, si ¢ est assez petit, Ay sera inté- 
rieur à la sphère de centre M de rayon ¢. A, satisfait done aux condi- 
tions demandées. Si w était à l'infini, il suffirait de modifier le raison- 
nement d’une manière évidente. 

Supposons maintenant M sur w, celle-ci est alors nécessairement à 
distance finie. Soit M une multiplicité quelconque de C,,. Le raison- 
nement précédent montre, en remplacant [w, M] par 9, qu'on peut 
associer à cette. multiplicité un domaine An satisfaisant aux condi- 
tions suivantes : 


1° An est intérieur à la sphère de centre M de rayon &; 

2° Il appartient à un bidièdre 9», ayant MN à son intérieur, dont 
les faces sont des multiplicités de D,,, et contiennent tous les points 
de E, situés sur la frontière de Ax ; 

3° Les points intérieurs à la fois à 2m et à la sphère X de centre M 


de rayon 5: sont intérieurs à An. 


(1) L. ANTOINE, Sur en ge de deux figures et de leurs voisinages. 
Thèse, Strasbourg, 1921, p. 

M. L. Antoine considére we ensembles bornés. Cette restriction est fans 
importance ici, car les points d’un ensemble punctiforme quelconque non exté- 
rieurs à une sphère forment un ensemble punctiforme, 
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Cette dernière condition résulte du fait que S est extérieure à 3. 

D'après le lemme de Borel-Lebesgue, on pourra choisir un nombre 
fini de A, de manière que leur somme A, recouvre complètement * 
Les An étant en nombre fini, la frontière de Am est formée de points 
appartenant aux frontières des Am. Le domaine A, satisfait donc aux 
conditions demandées au début de ce numéro. 


10. Si nous avions voulu démontrer seulement que E est une courbe 
cantorienne, il eût été évidemment inutile de faire intervenir le fais- 
ceau D,,. Cette démonstration va être immédiate. Comme l'hypothèse 
est projective, il suffira d'établir que tout point M, de E à distance 
finie, est de dimension un, c’est-à-dire peut être e-séparé, quel que 
soit, par un ensemble de dimension zéro [n° 4]. | 

Soient À et D les ensembles des points de E respectivement inté- 
rieurs et extérieurs à A,, B l’ensemble des points de E situés sur la 
frontière de A,. Les points de B sont situés sur un nombre fini de mul- 
tiplicités de C,,, ils sont donc contenus dans un nombre fini d’en- 
sembles fermés punctiformes. B est, par suite, punctiforme; il est 
d’autre part fermé; c’est un ensemble de dimension zéro [n° 4]. 


La décomposition 
HA + B + D 


satisfait aux conditions de l’e-séparation. 

1° A contient M; 

2° AxD+A-xD=o, car D ne peut contenir de point intérieur 
à A,, ni A de point extérieur à ce domaine [n° 1]; 

3° A+B est intérieur à la sphère de centre M de rayon &. 

Comme B est de dimension zéro et ¢ aussi petit qu'on veut, la 
démonstration est achevée. Nous pouvons énoncer le 


Tutortme I. — Un continu d’ordre punctiforme, par rapport à un 
faisceau complet, est une courbe cantorienne. 


Le Théoréme II. 


11. Si, à Vhypothése précédente, on ajoute que le continu est 
d’ordre fini par rapport à un faisceau partout dense de même aréte, on 


tà 


ceau comple et a’ Contre fi oe ni ‘par me n faisceau p 


he 


y, point re rami us is se réduit a une courbe ns 

PIE ENT TES ( LE he eS ae 
(RD Ce theo. peut se démontrer directament par un p 
FRA découpage (utilisant la proposition préliminaire du n°6)qui m’a 
SP à plusieurs reprises. Pour ne bag allonger la rédaction de ce travail, 
j'invoquerai un résultat que j'ai obtenu ailleurs. En se nie 
aux n° 10 à 14, de mon Mémoire : Sur une propriété topologique intui- oy 
tive, caractéristique d’une courbe de Jordan sans point double ('), le Re 
lecteur constatera que les conclusions du théorème précédent sont + 
| valables pour un continu borné dont chaque point est intérieur à un 
RD oes domaine, intérieur à une sphère aussi petite qu’on veut, sur la fron- 
En tière duquel le continu possède seulement un nombre fini de points. 

| Or, c’est précisément ce qui a lieu pour un continu borné E, d'ordre 

punctiforme par rapport à un faisceau complet C,, et d'ordre fini par 

rapport à un faisceau partout dense D,, de même aréte. La frontière 

de A, [n° 9] contient dans ce cas seulement un nombre fini de points 

de E. 


12. Le Théorème IT a donc besoin d’être établi seulement dans le 
cas où E n’est pas borné et ne peut le devenir par une transformation 
a homographique convenable. D’autre part, il est immédiat que si le 
‘4 théorème est vrai pour chacun des continus distincts E,, E,, ...,E, à 
ad en nombre fini tels que deux quelconques d’entre eux n’aient qu’un 
nombre fini de points communs, il est vrai pour leur somme si celle-ci 
est un continu. 

Ceci posé, supposons, ce qui est permis, que l’aréte w soit à distance 
finie et désignons par A,, Ay, ..., A, les points de E situés sur w s’il 
yen a. On peut également supposer qu'ils sont à distance finie, ne 
Poiana MN oct SURO PE Rad, PRE RS PES 

(*) Mathematica, vol. IV, p. 137. 
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faisant au besoin une transformation homographique Crabe. qui 
laisse w invariante. Si < est assez petit, les domaines A,, [n° 9] seront, 
complètement extérieurs les uns aux autres. Leur somme constituera 
un domaine R sur la frontière duquel E possèdera seulement un 
nombre fini de points. D’après la proposition préliminaire du n° 6, 
E est la somme d’un nombre fini de continus distincts, les uns de 
somme E, sont non extérieurs à R, les autres E* sont non intérieurs. 
Deux de ces continus ne peuvent se toucher que s’ils sont de catégories 
distinctes, et ils ont seulement un nombre fini de points communs. 
_ D'autre part, les continus de E* sont sans point sur w. 

_ Si les points A; n’existent pas, on a E, —0, E"—E. Considérons 


rs Ae os 4 
Peres 


ont un bidiédre 8 à, dont les faces appartiennent à D,,. E pos- 


sède sur la frontière de à seulement un nombre fini de points. Chaque 
continu de E* sera donc décomposé par à en un nombre fini de con- 
tinus, les uns non extérieurs, les autres non intérieurs à ce bidièdre. 


En définitive, E se trouvera décomposé en un nombre fini de con- 


tinus distincts, deux quelconques d’entre eux n'ayant qu’un nombre 
fini de points communs, et répartis en trois groupes. Les uns E,, 
E,, ..., provenant de E, sont bornés — ou n'existent pas —, les 
autres G,, G,, ...; H,, H., ... n’ont pas de point sur w et sont, les 
premiers non extérieurs à 6, les autres non intérieurs à ce bidiédre. 
Le Théorème IT s’applique à chacun de ces continus. Il suffira de le 
vérifier pour G,, par exemple. — 

Soit IN une multiplicité de C,, extérieure à à (c’est-à-dire dont tous 
Jes points, sauf ceux situés sur w sont extérienrs à 0). G, n’a pas de 
point sur JW, par suite une transformation homographique dans 
laquelle l’homologue de IN est la multiplicité (à n — 1 dimensions) de 
l'infini, transformera G, en un continu sans point à l'infini — donc 
borné (n° 5) — satisfaisant aux conditions du théorème. La démons- 
tration est achevée. 


Le Théorème III. 


13. Si, dans l'énoncé du Théorème I, on suppose que le continu est 
d'ordre fini par rapport au faisceau complet, on aura une hypothèse 
plus restrictive, laquelle devra conduire à des conclusions plus pré- 
cises. Il en est bien ainsi. Je vais montrer que, dans ce cas, le con- 
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tinu est décomposable en une infinité dénombrable d’ares simples, deux 
quelconques d’entre eux ayant au plus un seul point commun, extrémité 
pour chacun d'eux, un méme point appartenant à deux au plus de ces 
arcs. 

Soit E un continu d’ordre fini par rapport au faisceau complet C,,, 
et supposons — ce qui ne diminue pas la généralité — l’aréte a dis- 
tance finie. Pour simplifier le langage, j’introduirai quelques nota- 
tions. 


1° La lettre M désignera toujours une multiplicité (a nm — 1 dimen- 
sions) de C,,. : 

2 Soit G un ensemble d’ordre fini par rapport à C,, pC, G) 
représentera le nombre des points de G situés sur IN. On a évi- 


demment 
p(or, G,)< p(n, G) 


pour tout sous-ensemble G, de G. 

3° Soit H un continu sans point sur w, situé dans un bidiédre 4, 
d’aréte w. L’ensemble des OW passant par les points de H est un 
bidièdre, intérieur — au sens large — à © ('). On le désignera 
par (w, H). 

4° On dira qu’une somme d’ares simples À, + Ag+...+A;+... 
possède la propriété (a), si deux À; quelconques se touchent en un 
point au plus, extrémité commune, et s’il est impossible de trouver 
trois A; ayant une même extrémité. 


Il est immédiat que si l'on a une suite dénombrable de sommes . 


Sj= ++... ++... (Fest as 


chacune d’elles possédant la propriété (x), et telles que deux sommes 
S;, S; d'indices différents n’aient pas de point commun, les ares }/ 
pourront être rangés en une somme possédant la propriété (x). 


(') En effet, soient X et Y deux points à distance finie, pris respectivement 
dans les faces de 6. La ON passant par un point M de H, coupe le segment XY 
en un point m. La correspondance M — m est évidemment continue, L'ensemble 
des points mz est done un continu, c'est-à-dire un segment intérieur à XY, au 


sens large (on suppose XY dans à). 
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14. Il s’agit de montrer que le continu E est décomposable en une 
somme d’ares simples possédant la propriété (x). La seecupe son se 
fera en plusieurs étapes. 
_ Supposons que E possède des points sur w. Ces points sont en 
nombre fini, soient A,, Ay, ..., A,. Comme au n° 12 on déterminera 
des domaines A, complètement extérieurs les uns aux autres. Chaque 
domaine découpe dans E un nombre fini de continus, l’un d’eux { A;} 
contient À; et n’a aucun point extérieur à À,, (n° 6). Sur chaque { A;} 
prenons un point B;. D'après le Théorème II, il existe sur { A; } un are 


simple AB. On obtiendra ainsi p arcs simples sans point commun 
deux à deux, dont la somme & possède évidemment la propriété (ah 
De plus & est un ensemble fermé et la différence E — & n’a pas de 
point sur w. 

Lorsque E ne rencontre pas w, & n'existe pas. Je vais montrer que, 
si l’ensemble E— & n’est pas nul, on peut trouver une décomposition 


ES By En. Et 
satisfaisant aux conditions suivantes : 


1° Les E; sont des continus distincts; chacun d’eux appartient à un 
bidièdre d’aréte w; leur somme n’a de point ni sur 6, ni sur w; 

2° Bi et Ei (¢+4/) ne se touchent que si les bidièdres (w, EH‘) 
et (w, E/) sont contigus. Ces bidiédres ont alors une seule face com- 
mune, qui contient nécessairement les points communs aux a 
continus. 


Lorsque & est nul, la suite E', Ej, ... contient un nombre fini de 
termes. : 


Q AD] 
15. Partageons l’espace en deux bidièdres égaux d’arête w, 5, et 0;. 


De même, partageons chacun d’eux en deux bidièdres égaux, nous en 
obtiendrons quatre 3, 0, 23, 2,. Partageons chacun d’eux en deux 
bidiédres égaux, et ainsi de suite. On obtiendra de la sorte des 
bidiedtes 0) @ =1,2, ...,5, 1... = 1, 2, ..., 2°). Deux de ces 
bidièdres n’empiètent pas. S’ils sont contigus, ils ont une seule face 
-ommune; sauf si les deux bidièdres sont 6} et 7 


‘40 
a 


we 


: 


es es eats ee ee ead, 


wae eee 7” 


? continu E en un nombre fini se continus ¢ C 


prendre pour domaine D (n° 6) l’un des bidiè es 
entier dans l’un des bidièdres, le a a donn 
tinu. De même, chaque : subdivision d’un ©? ,en deux 


128 NN ARE SERRES 


: D’ après la es prélini 


ne se touchant que s’ils sont dans des bidie 


découpera tout continu de ce domaine e en un nombre fini C 
satisfaisant à la condition précédente. | 
Considérons les continus découpés dans E par les 4 bidièdres ÿ, Ne! 
retenons ceux — s’il y en a — qui n’ont aucun point sur &. Si & 7 Fr re 
nul on les retiendra tous et l’on arrêtera l'opération. Supposons GIE 


différent de zéro. Les continus non retenus sont découpés par les De À Part 
en un nombre fini de continus, retenons ceux qui n’ont aucun point ae 

commun avec &, et ainsi de suite. On obtiendra une suite dénom- — ee 4 
brable de continus E;, Ej, ... dont la somme E}-+ E7+... n’a aucun ae : 4 
point commun avec E. Je dis que l’on a L | RTE 


Re REP. SI FETES 


C’est évident si & est nul. Placons-nous dans l’autre hypothèse. Si le 
second membre de l'égalité précédente n’épuisait pas E, il y aurait 
sur lui un point M, en aoe de S, n’appartenant à aucun des E‘. Je 
vais montrer que ceci est impossible. On peut supposer M a distance 
finie, en faisant au besoin une transformation homographique conve- | 
nable laissant » invariante. A chaque opération, M appartient à un ou 
plusieurs continus de subdivision; s’il échappe à la décomposition 
précédente, c’est que tous ces continus contiennent des points de ee 
On peut donc former une suite indéfinie de ces continus y,, Yo, ... 
appartenant à des bidièdres 2’, intérieurs les uns aux autres. Ces 
bidièdres ont pour limite la ON qui passe par M, soit Jy. Dans cette | 
multiplicité, M-est point isolé de la section E ><. Il existe alors 
une sphère de centre M, dont la frontière © ne contient aucun point 
de cette section; de plus on peut choisir cette sphère assez petitep our 
que & soit à son extérieur, car M est en dehors de l’ensemble fermé &. 
D'après la remarque faite à la fin du n° 6, chaque y; ‘ayant un point 
intérieur et un point extérieur à la sphère, possède au moins un 
point M; sur sa frontière . La suite M; a au moins un point d’accumu- 
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lation, lequel est sur X et sur AN, et aussi sur E, puisque E est fermé. 
Il y a contradiction. 

Il estimmédiat que les E; satisfont à la première condition du n° 14. 
Reste à vérifier la seconde. Considérons deux continus E’ et E/, que 
nous appellerons, pour simplifier, c et c,. Chacun d’eux appartient à 
un 6! bien déterminé, soient respectivement à et à,. D'après ce quia 
été dit au début du présent numéro, à et à, n’empiètent pas, et s’ils 
sont contigus, ils ont une seule face commune (ce sont des ©? 
d'indice 722). Supposons que c et c, se touchent, alors à et à, sont ou 
bien l’un intérieur à l’autre — au sens large — ou bien contigus, 
carcetc, n’ont pas de point sur w. La premiere alternative est impos- 
sible. En effet, supposons par exemple à, intérieur à 2. La somme 
c+c, appartient à ce dernier bidiédre et ne contient aucun point 
de &, elle aurait done du être retenue à la place dec. Si à et 4, 
sont contigus, (w, c) et (w, c,) le sont aussi. D'autre part ces der- 
niers bidièdres ne peuvent avoir en commun que la face commune 
à Oo eto,. 

La proposition du n° 14 est complètement établie. 


16. Nous allons maintenant prélever sur chaque E’ avee un arc 
simple /', qui jouera le rôle du continu & de la décomposition précé- 
dente, de manière qu'une 9 ne puisse couper E; — /; sans rencontrer 
l'arc. On décomposera ainsi E — & en une infinité dénombrable d’arcs 
simples et une infinité dénombrable de continus E;, E;, .... On pré- 
lévera sur chacun d’eux un arc simple comme précédemment, et ainsi 
de suite. On obtiendra de la sorte une infinité dénombrable d’ares 
possédant la propriété (x), qui épuisera la différence E — &, à cause 
de la condition imposée aux arcs. 

Pour le montrer, considérons d’abord un continu Ei sans point sur w, 
appartenant à un bidièdre d’aréte w, et d’ordre fini par rapport à C,,. 
Prenons deux points A et B respectivement dans les faces de (w, E). 


D'après le théorème IL, il existe sur E; un arc simple AB. Cet arc a un 

nombre fini de points dans chacune des faces; on peut donc trouver 

sur lui un arc pa tiel { n’ayant qu’un seul point, une extrémité 

dans chacune des faces. Comme au n° 15, on pourra décomposer 

la différence E'—Ji en une infinité dénombrable de continus, et 
Ann. Éc. Norm., (3), XLIX. — Mar 1932. 17 
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la décomposition 


Bi lit yl tylg tee tM te 
satisfait aux conditions suivantes : 


1 Les y{, sont des continus distincts, chacun d’eux appartient à 
un bidièdre d’arête w. Leur somme n’a de point ni sur Z ni sur w; 

2° y! et yi, ne se touchent que si les bidièdres (w, 75) et (o, Yiu) 
sont contigus. Leurs points communs sont dans la seule face commune 
aux deux bidièdres ; 

3° Les bidièdres (w, E!) et (w, 7’) sont confondus; 

4° l'est un arc simple ayant un point et un seul, une extrémité 
dans chaque face de (w, /'). 


Les deux premières conditions sont celles du n° 14. Les deux der- 
nières résultent de la manière dont a été choisi l'arc. 

Pour simplifier l'écriture j’appellerai quelquefois (w, E") le bidièdre 
de E;, (w, £) le bidièdre de /, ete. 


17. La décomposition de E—&, annoncée au début du numéro 
précédent, va se faire maintenant au moyen d’une suite d’égalités, qui 
mettront ses propriétés en évidence. 

On a 


ou encore 
E=6+E;, EE! +Et4.... 


D'après le numéro précédent, on pourra écrire 
Etes dt Yi as Yi Done y! ST. 


En ordonnant les y en une suite dénombrable il viendra 


Ei = 0+ 4+... + EL HE +,.…., 


où les E, ne sont autres que les y. Nous poserons 


& = + LES EEE E,= E} + E? ST IOK 
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et ainsi de suite. Nous obtiendrons alors les égalités successives : 


; E —6 +E,, E, = $ + KE? == ; 
E—=6;+E,, 6,=U4 P+ Br RE Es, cs 


(1) 


oo pee EP RTE ne SR Ds tea aes ee Paes a yrs : 


Hse 6, EB s.3; Geel els, Foy = By, + Hee... 


où chaque fois 


(2) ; Ri=ii+ yi +yi, +... 


les E,,, n’étant autres que les y{,(s = const.) ordonnés d’une certaine 
manière. 

On constate aisément, de proche en proche, que chaque Ei satisfait 
aux hypothèses du numéro précédent, par suite la décomposition (2) 
satisfait, quels que soient s etz, aux propriétés énoncées dans ce n° 16. 

IL est immédiat que & et E, sont sans point commun, ainsi que 6, 
et E,,,, quel que soits. D'où il résulte que deux ensembles &, avec ou 
sans indice, n'ont pas de point commun. 

Je vais montrer que l’on a 


(3) E=—6+6,+ 6+ 6,+-. 


c'est-à-dire que la suite des ensembles & épuise E. C’est évident si, 
pour une certaine valeur de s, H,., est nul. Supposons que E,,, existe 
quel que soit s. Si un point M échappait à la décomposition (3), il 
appartiendrait nécessairement à tous les E,. Ceci est impossible. En 
effet : 

Soit Jit la multiplicité de C,, passant par M ('). OY rencontre E,,,, 
done un y; ,;et par suite &, en un point au moins, situé sur À, (les 
bidiédres de E; et /! étant confondus une AN ne peut rencontrer un y, 
sans couper i [n° 14, 3°]). Comme d’autre part E,,, et &, sont sans 
point commun, on a nécessairement 


p(OR, Byu.)S p(n, E,) —1 


(‘) M n'est par sur o, car les seuls points de E situés sur cette arêle appar- 
tiennent à & (n° 1%). 
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quel que soit s. On en déduit de proche en proche 


1S p(M, E,4,)<p(mM, E,)—s. 
D'où 
p(x, B25 
Comme ON est fixe et que E, est d’ordre fini par rapport à C,,, ily a 
contradiction, car s est aussi grand qu’on veut. 


18. Considérons maintenant deux continus E! et E’. Je vais montrer 
qu'ils se touchent seulement si leurs bidièdres sont contigus, les 
points communs se trouvant dans la seule face commune aux deux 
bidièdres. C’est vrai pour s — 1 [n°14]. On va procéder par récurrence. 
Supposons la propriété vérifiée jusqu’à l'indice s. Soient E., et E’,,. 
Si ces deux continus proviennent du même Ef ils possèdent la pro- 
priété annoncée (n° 16, 2°). Supposons qu'ils proviennent de EY et 
de EH’ (7’+7'). Ces deux continus se touchent nécessairement, leurs 
bidiédres sont donc contigus. Les bidiédres de E‘,, et E/, qui leur 
sont respectivement intérieurs sont alors contigus, E‘. et E/, se 
touchent seulement dans la seule face commune à (w, E) et (w, BH’). 

Le résultat qui vient d’étre obtenu va nous permettre d’établir que 


chaque suite dares simples 
61+ 2+... (SEL nee as) 


possède la propriété (a) (n° 13). 

i; et E se touchent seulement si E, et E’ se touchent, or les bidiédres 
de /; et E sont respectivement ceux de Ei et E/ (n° 16, 3°). 

Comme chaque arc { a un seul point, une extrémité dans chaque 
face de son bidiédre (n° 16, 4°), si Let / se touchent, ils ont un seul 
point commun, extrémité commune et leurs bidiédres sont contigus. 
Cette dernière condition empêche que trois /, aient une même extré- 
mité. 

En définitive, nous avons obtenu une décomposition 


E—6+6,+6,+... 
dans laquelle : 


1° Deux termes quelconques n’ont aucun point commun; 
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eee Chaque terme est une somme d’arcs simples possédant la pro- 
priété (x). 


La proposition en vue est donc complètement démontrée VE 13, 4°). 
C’est le 


Tutoreme [I. — Un continu d'ordre fini par rapport à un faisceau 
complet est une courbe de Jordan décomposable en un nombre fini d’ares 
simples tels que deux quelconques d’entre eux aïent au plus un point 
commun, extrémité pour chacun d'eux, laquelle ne peut appartenir à un 
troisième arc. ; : 


Le Théoréme IV. 


19. Dans certains cas simples les arcs de la décomposition précé- 
dente peuvent constituer un nombre fini d’arcs simples n’ayant en 
commun deux à deux que des extrémités. Ceci a lieu nécessairement 
lorsque le continu est d’ordre borné par rapport au faisceau, n'a pas 
de point sur Varéte et possède seulement un nombre fini de points de 
ramifications. 

Il est facile de montrer, par un exemple, que la restriction relative 
à absence de points sur l’arête du faisceau est indispensable, et qu’on 
ne peut non plus supposer seulement le continu d’ordre fini par 
rapport au faisceau. 

Supposons n= 2. Soit, dans le plan, une demi-circonférence I 
d’extrémités O et A,, ayant Ox pour tangente en O. Considérons la 
suite de points deT, A,, A,, ..., A,, ... obtenus successivement de la 
manière suivante : 


PA 
OA;., est la bissectrice de l’angle æOA;. Ceci posé, dans chaque 


AS . ; se 
angle A;OA;,,, traçons un arc de circonférence OA;,,, ayant tous ses 
AU — sauf ses extrémités — intérieurs à l’angle. La somme 


0A, + GA, +04; wae peut étre décomposée en un nombre 
fini d’arcs simples, or c aS un contenu d’ordre deux par rapport au 
faisceau complet de sommet O (il a dans ce cas un point sur l’aréte), 
et d'ordre fini par rapport au faisceau complet des parallèles à Ow (il 
n’a dans ce cas aucun point sur l’arête). 
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20. Considérons done un continu E d’ordre borné k par rapport au 
faisceau complet C,,, sans point sur l’arête w, et n'ayant qu'un nombre 
fini de points de ramification. On supposera encore w à distance finie. 

Pour établir la propriété annoncée, il suffira de montrer que toute 
multiplicité M de C,, est ëntérieure à un bidièdre ¢ d’aréte w, tel que 
l’ensemble E; des points de E non extérieurs à à soit nul ou bien formé 
d’un nombre fini d’ares simples n’ayant en commun que des extrémités. 
En effet, comme le montre un raisonnement classique, on pourra par- 
tager l’espace en un nombre fini de bidièdres 4;, tels que les E;, satis- 
fassent à la propriété précédente. 

Soit A une multiplicité de C,,. Si E n’a pas de point sur OM, on 
pourra trouver un bidièdre à d’aréte w tel que E; ne contienne aucun 
point de E. 

Supposons que ON rencontre E, et désignons par A,, Ag, ..., A, 
les points de rencontre (p<#). 

Dans ce qui va suivre les lettres A ou 6, affectées ou non d’indices ou 
d’accents désigneront des bidiédres ayant 9 à leur intérieur. D’après 
le n° 6 l’ensemble E, des points non extérieurs à A est formé d’un 
nombre fini de continus, et éventuellement de points isolés, situés 
sur la frontiére, que nous négligerons. Chaque point A; appartient a 
un continu de Ey, que l’on désignera par «;(A). 

Si A est assez petit, les «(A) sont distincts. En effet, supposons que 
a;(A), parexemple, contienne un des points Ag, ..., aussi petit que soitA. 
En faisant au besoin une transformation homographique convenable, 
laissant w invariant, on pourra supposer A, à distance finie. Tracons 
une sphère de centre A, ayant tous les autres A, à son extérieur, soit 
Ysa frontière. «,(A) a un point au moins sur ¥, aussi petit que soit A, 
ce qui exige que E ait un point sur OM et sur 3, ce qui est impossible. 

Enfin, si A est suffissammant petit, il ne contiendra pas de point de 
ramification, en dehors de ceux qui pourraient se trouver sur ON. 

Ces conditions réalisées, prenons un continu &;(A), et pour simpli- 
fier l'écriture supprimons l'indice r. Il existe sur «(A) un point B, en 
dehors de M; joignons-le à A par are simple AB (Théorème IL). Soit 
A, un bidièdre, intérieur à A, tel que B soit à son extérieur. A, découpe 
dans a(A) un nombre fini de continus, l’un deux «(A,) contient A. 


AB ayant un point intérieur et un point extérieur à A, est coupé par la 
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| frontière de ce dernier (n°6), en un certain nombre fini de points. Il 
existe done sur la frontière de A, un point B, de AB, tel que l'arc 
RE AB, de AB appartienne à A,, tandis qu’un certain arc par- 
tiel B,B B’ de BB B= toujours sur AB — n’ a dans A, que le point B,. 


L’are AB fait partie de «(A,). Supposons que ce continu possede 
un Ep ee C en dehors de l’are; et considérons sur «(A,) un are 


simple AC Désignons par C, la borne du côté de A des pone C’ tels 
que l'arc partiel CG de AG n ‘ait aucun point sur AB,. L’are CC n’a 


‘ PRE 

en commun avec AB, que le point C. Il est immédiat que C, doit être 
confondu avec A, sans quoi E posséderait un point de ramification C,' 
dans A et en dehors des points A;, ce qui est contraire à l'hypothèse 


faite sur A. L'arc AC n’a donc en commun avec AB, que le point A. 
Soit alors A, un bidièdre intérieur à A, ayant B, et C à son extérieur. 
Comme précédemment on pourra trouver respectivement sur AB, et 
a : : ’ y ; ‘: PR PAS À 
AC des points B,, B, et C,, C, tels que les ares AB, et AC, appartiennent 
a A,, tandis que B,B, et C,C, n’y ont respectivement que B, et C;. 
AB, + AC, fait partie de «(A,). En raisonnant comme plus haut, on 
verrait que si «(A,) contient des points en dehors de AR eee d 


existe sur lui un arc AD n ‘ayant que le point A en commun avec cette 
derniére somme; et ainsi de suite. Au bout de r opérations, on 
obtiendra un bidiédre A, tel que «(A,) contienne r arcs simples n’ayant 
en commun deux à deux que A. Soit alors A’ un bidiédre intérieur aA, 
ayant à son extérieur les r extrémités de ces arcs. La frontière de A’ 
. coupe chacun d’eux en un point au moins. Ces points sont distincts et 
aucun d’eux n’est sur ©. Il faut done que r soit au plus égal à 24. 


21. En résumé pour chaque point A; on peut trouver un bidièdre 0; 
tel que «;(2;) se compose d’un nombre fini d’arcs simples n'ayant en 
commun que des extrémités. Si l’on prend à intérieur à tous les à, 
les continus «;(à) posséderont la même propriété. Considérons alors 
l’ensemble E;, découpé dans E par à, il se compose des «,(¢) tous 
distincts et d’un nombre fini d’autres continus sans point commun 


7 4 EL oT + se her “ae eae des 
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avec les premiers, et par suite avec IN (il y a éventuellement des 

points isolés situés sur la frontière de ©). On pourra donc trouver un 

bidièdre 2’ intérieur à à, tel Ey contienne seulement des points appar- 

tenant aux 4;(d). Ey se composera alors d’un nombre fini d’ares simples 

n'ayant en commun que des extrémités, et éventuellement de points 

isolés situés sur la frontière de ©’, qu’on pourra évidemment négliger. 
La démonstration est achevée, et l’on a bien le 


Tutortme IV. — Sr un continu d'ordre borné par rapport à un faisceau 
complet n'a pas de point sur l’aréte et possède seulement un nombre 
fint de points de ramification, il est la somme d'un nombre fini d’arcs 
stmples n'ayant en commun deux à deux que des extrémités. 


On remarquera que la conclusion précédente subsiste si l’on suppose 
seulement le continu d'ordre fini par rapport au faisceau, pourvu que 
l’on sache qu’en chaque point de ramification O aboutissent seulement un 
nombre fini d’arcs simples n'ayant en commun deux à deux que O. Les 
autres hypothèses étant bien entendu conservées. 


Be 
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Introduction. 


Les polynomes d’Hermite 
CRM) HW, (2) = — 0%, (eye 4a"?— 2, ..., H,(x), 


sont définis par la fonction génératrice e** : 


a 


DR LNTHn(t):, 
nn els 


r=0 


Ils sont orthogonaux dans l'intervalle infini (— 2%, «) avec le poids 


6 ce 


PRIE E .: 
7 fente Hi (æ) de =) oO (n 7 m), 


| on! \T CRT) 


ce qui donne pour f(a) le développement formel suivant : 


PTS 
p 
LA 


Haan a ee ‘(u) Hy, (u) du. 
han 


n=0 


Ann, Ee. Norm, (3), XLIX. — Mai 1932. 18 


— 
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Ce développement joue un rôle important dans les études statistiques, 
tant théoriques (‘) qu’appliquées (*). 

L'étude de conditions suffisantes de convergence de (2) a fait l’objet 
de nombreux travaux (voir la liste de ces travaux à la fin du Mémoire). 
Elle se heurtait toujours aux difficultés que comportent les régions à 
l'infini de l'intervalle (—, x). Au contraire, si l’on suppose la fone- 
tion développée f(a) identiquement nulle en dehors d’un intervalle 
fini, soit pour |a|>a où a est aussi grand qu’on veut, mais fixe, le 
problème se simplifie considérablement, et déjà, en 1906, Adamoff a 
démontré que, dans ce cas particulier, la série (2) est équiconver- 
gente à la série trigonométrique de Fourier d’une fonction qui coin- 
cide avec f(a) au voisinage immédiat (a —h, a +h) de la valeur 
considérée æ, de x. 

Ce résultat d’Adamoff a été généralisé vingt ans apres par Szegé 
pour une fonction f(æ) définie dans (— æ, ©), mais Szegé a été obligé 
d'imposer à l’allure de f(a) à Vinfini la condition f/(æ) =0[|x/°"| 
pour [æ|->2. Or, on verra dans la suite ($2) qu'il suffit de supposer 


fe) =Olle\+eF] pour 1e) 


où € >o est aussi petit qu’on veut mais fixe, pour assurer, quant à 
l'allure de f(æ) à l'infini, la convergence du développement (2). En 
général, on peut dire que la formule approchée de H,(æ) donnée par 
Adamoff a permis (Szegô, Cramer, Uspensky) de résoudre définiti- 
vement la question de condition de convergence en ce qui concerne 
l'allure de f(a) dans tout intervalle ini, —a<a<--a, et ce qui va 
nous intéresser dans ce travail, c'est l'étude des conditions relatives 
à Vallure de f(x) à l’in/inr, suffisantes pour assurer la convergence ou 
la sommabilité de son développement (2). 

Les meilleures conditions de convergence ont été formulées par 


(') Hl. Bruns, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmasslehre, p-115 
et 118 (Leipzig, Teubner, 1906). 

(*) E. Czuser, Mitterl. OEst.-Hung. Verband der Privat- Versich.-Anst., 1.3 
1907, p. I. 

C.-V.-L. Cuaruier,. Traité vale Tr lité : 
| » 1 ratté du ¢ alcul des Probabilités, par E. Borst, t. I. 
asc. [V, Chap. HI, p. 41-92 (Paris, Gauthier-Villars, 1931). 
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Cramer (1925) et Uspensky (1927). D’après Uspensky, l'existence des 
deux intégrales 


(3) 4 Cab lef (te aa AE et f eri fimyPaw— G 
suffit pour assurer la convergence, tandis que chez Cramer elles sont 
remplacées par celles 


at 2 


| Bo Re ayidu = 6 et ig Lea cea G. 


Re: a 


ou a et G sont deux constantes positives arbitraires. 
En 1926, Hille a sommé la série (2) par le procédé d’Abel-Poisson , 
sous l’unique condition d’intégrabilité dans (—2, — a) et (a,«) du 
produit e "| f(u)|. 
On voit combien large est la condition de Hille comparativement a 
celle (4). A l’aide de inégalités fondamentales établies dans la 
suite, on constate facilement que la condition 


fa) —0le" GT) |æ | —>00 


assure (faisant abstraction de l'allure de f(a) dans les intervalles 
finis) la convergence absolue et uniforme de (2) sie > 0. 


Au contraire, le développement (2) de la fonction e”“ avec q>- 
diverge pour toute valeur de 2 comme la progression géométrique à 
l'extérieur de l'intervalle (— 1, +1). Ainsi, le problème de conditions 
de convergence et, comme on le verra dans la suite, de sommabilité 


(C, à) par les moyennes arithmétiques correspond aux fonctions f(x) 


du type ole a où ®(æ) croit comme une puissance de æ. A ce 
point de vue, les conditions (3) ou (4) ne sont pas adéquates à la 
structure a ‘Systeme orthogonal (H), et le fait que la série (2) de 


f(a) = xe’, par exemple, est convergente malgré la divergence des 
intégrales (3) et (4) le fait voir clairement. Pour les Ciicie fia) 


À 3 , 
du type O(e”*) pour |æ|-> x avec = IC go on doit recourir au pro- 


cédé d’Kuler pour sommer la série (2) comme nous l'avons démontré 


PÉTER ENS 
: MY 
: 
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au paragraphe 2. Il est tres probable que le cas g = ? pour lequel le 


procédé d’Euler est à son tour trop faible, sera vaincu à l’aide du pro- 
cédé de Borel, et nous posons ici ce problème, ainsi que le problème 


général de sommation des séries (2) pour 759 <1 par des procédés 


autres que le procédé d’Abel-Poisson, tres peu commode en pratique. 
Revenant aux conditions de convergence, observons que l’inégalité 
bien connue 


(5) H:(2)—0 


Su (— æ©<x<o), 
qui n’était démontrée que pour EVA est valable comme nous 
le prouvons au paragraphe | pour a quelconque dans (—x,+). Or, 
pour ÉÈVE on n'avait jusqu'à présent que l'inégalité moins pré- 
cise (Cramer) 

Ae ole ant). 


Cette simple remarque, basée sur le fait que pour |v|¥2>yn le poly- 
nome H,,(2) satisfait à l'inégalité 


| Hn (æ)< (211) 27 (\vi24/*), 


nous a permis de prouver que la convergence de (2), ainsi que son 
on Terence à la série trigonométrique de Fourier, sont assurées 
par l'existence des deux intégrales suivantes : 


6) f eyes a fe 


+00 


L'exemple de la fonction (voir § 4) 


C2] : poe 
(7) Bea) = oe Hn (x) yn! 
Ke 2 nr Varn! 


ai 


qui est continue partout et O(e*) pour |æ|-> grace à l’inéga- 


lité (5), prouve que le fait f(x) =O (e: ne peut assurer plus que la 
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convergence, car la série (2) de F;(æ), qui est celle (7), n’est pas 
sommable (C, à) pour 6<o. D'autre part, F,(a) satisfait pour tout 
ordre positif à > o aux conditions suffisantes : 


@ f emi y<g [ei ce 


a 


de sommabilité (C, 620) de (2), établies au paragraphe 4. Sa série (7) 
est non seulement sommable (C,¢>>0), mais elle converge partout 
absolument et uniformément. 


22 / 

La question, si la do fia) =. Ole) est suffisante pour la 
convergence de (2), reste ouverte. A notre avis, la réponse à cette 
question serait plutôt négative, et la construction d’un exemple prou- 
vant cette assertion, présente un grand intérêt ('). De même, la 
fonction 


(9) F(z) => = (nly 3 HU 


rs 


(voir § 4), définie par la série (9) absolument et uniformément con- 
vergente pour toute valeur de x dans (—-%,), où LP/(x) désigne le 
polynome de Laguerre 


possède le développement (2) qui n’est nulle part sommable (C, à < a), 
malgré le fait que pour |æ|->+, ona 


Go) +  Rt&)=olleme] (ele) 


On voit que F,(æ) vérifie la condition (8) pour à > a, donc son déve- 
loppement (2) est partout sommable (C,¢ © «). Ainsi, la condition 


du type (ro), à 
(11) flaysO (fap e*), 


(:) Voir C. R Acad. Sc., séance du 11 janvier 1932, t. 19%, p. 161, ainsi que 
la Note ajoutée a la fin de ce travail. 
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ne peut pas assurer (C,2< a), tout en assurant la sommabilité 
(C,2 >). La question, si (11) suffit pour assurer (C, 6=«), reste 
ouverte, et il serait intéressant de prouver qu elle est suffisante pour 
(C,3—=«), comme cela nous paraît probable si « > 0. 

En ce qui concerne l'allure de f(a) dans tout intervalle fini, il suffit 
de supposer f(a) intégrable (Æ) dans (— a, a) pour assurer la som- 
mabilité de(2)par les moyennes arithmétiques de tout ordre positif ©. 

On a ainsi le théorème général suivant : 


I. Partout à l’intérieur de (—x, x), le développement (2) d'une 
fonction f(x), intégrable (£) dans tout intervalle fini, est sommable 
(C, 6 > 0) avec la somme : | f(@—o0)+ f(x + 0) |, pourvu que l’ordre 6 
de moyennes soit suffisamment grand pour rendre le produit 


x? 


(re) [a fuèe 2] f(x) | 
intégrable dans (— x, — a) et (a,x), a étant quelconque mais fin. 


Le procédé d’Euler, dont la supériorité par rapport à celui (C, 2) au 
point de vue des conditions imposées à l'allure de f(x) à l'infini, a été 
déjà précisée plus haut, est inférieur à (C, 2) en ce qui concerne l’al- 
lure de f(æ) dans un intervalle fini. On établit, en effet (§ 2), qu’à ce 
dernier point de vue, la transformation d’Euler est inopérante, et Jes 
conditions de SORT TER de la série transformée sont les mêmes que 
celles de la série (2) elle-même en ce qui concerne l'allure de f(x) 
dans — a Lr<a. 


On a plus précisément le théorème suivant : 


Il. La série d'Hermite d'une fonction f(x), vérifiant dans tout inter- 
valle fini —a£x£a les conditions assurant la convergence de cette 


oO 


Apap (: oF ç à I 
serve (2), est sommable (K, k) pour k log» > log(;—7-)» pourvu que les 
8 


deux intégrales 


> — d + An # | 
(13) ik e~m| f(u)| —— <G et | er | f(u) bs <G (9 < 7) 
; : 4 


Sx i : 
sotent finies. 


La superposition des deux procédés (C, 2) et (E, k) permet de 


LUE à * 
k ay 
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sommer (2) si f(x), intégrable (£) dans tout intervalle fini, vérifie 
les conditions 


(14) jig “etl fu) | eee el Au 


l'ordre des moyennes d’Euler, #, étant non inférieur au quotient de 


LPS 


4122 


log (=a) par log. Cette superposition des deux procédés de som- 


mation n'est utile pour élargir la classe de fonctions f(x) à dévelop- 
pement (2) sommable par le procédé d’Euler qu’au point de vue de 
conditions relatives à l’intervalle fini — a < x < a. 


En effet, si pour 4=h(n< 7) et à suffisamment grand f(x) 
vérifie (14) sans vérifier (13), ces dernières conditions (13) sont 
Li - Là (és Le 3 L . 

a fortiori vérifiées pourg=qre< 7 quelque petit que soit e >o. 

Les résultats énoncés plus haut ont obtenus grâce à l’étude de la 
série-noyau 
CH, (2) H, (ee) 
(15) ony n(x) Hn (w) ee 
orn! yr | 
0 
du développement (2) qui représente, malgré sa divergence, zéro 
pour æ<u, sommée par tel ou tel autre procédé de sommation. En 
général, on peut dire que la méthode directe basée sur l'étude de la 
série-noyau 


an 


(16) > On(æ) Qn( we) (zu) 

0 
est préférable, si l’on veut établir les conditions suffisantes minimales 
de sommabilité du développement formel de f(x), 


mn PA 
(17) f(x) ~ ¥en Gul) où oof fle) enter) du 


suivant les fonctions orthogonales o,(#) d’un système normé. 
En procédant ainsi, on atteint le but avec des conditions beaucoup 


plus larges que celles fournies par la méthode d’équiconvergence et 


les rbeultits obtenus sont applicables à une classe de fonctions /(æ) 
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plus étendue. L'étude de différents systèmes orthogonaux indique que 
les séries-noyaux (16), généralement divergentes, sont sommables 
pour æ£u avec une somme nulle, sauf pour aw quand elles 
divergent essentiellement, c’est-à-dire 


lim > Pa (2) => 20. 
0 

Cette représentation du zéro par les séries-noyaux est à la base même 
de la possibilité du fait qu’un développement tel que (17) puisse ne 
représenter pour æ = x, qu'une seule valeur f(a, ) de f(æ) dans (a, b), 
tandis que ses coefficients c, dépendent de toutes les valeurs que prend 
la fonction développée f(a) dans l’intervalle (a, b). 

Dans ce travail nous commençons par établir précisément ce fait 
fondamental, que la série-noyau (15) représente zéro, étant sommable 
(C, 6 > 0) avec une somme nulle pouræ £u. Pour|æ—u|2e, la som- 


wut 
mabilité de la série-noyau, multipliée par e  * , est uniforme dans 
(—oo,). Il est important de signaler que la série-noyau (15) n’est 
pas sommable par les procédés d’Euler et de Borel à cause de la len- 
teur d’oscillations de la suite de ses sommes partielles quand x croît. 
Nous constatons ensuite que les majorantes de Lebesgue ox) d'ordre à 
relatives au système orthogonal (11) : 


el (a) = f e#|SÈ (x, u)|du (820), 


où S/(æ,u) désignent les moyennes arithmétiques d’ordre à des 
sommes partielles S (æ,u) de la série-noyau (15), sont bornées dans 
leur ensemble pour à > 0, mais augmententcomme 27 *logn pourn >, 
si l’on aè — 0. 

A la base de ces résultats est l'inégalité 


po tapas aco ch de 
(18) Liew) = Olerans 7) ) 


pour le polynome de Laguerre, valable pour toute valeur de + et quel 
que soit æ dans (0, ©). Elle est démontrée au paragraphe 1, ainsi que 
l'inégalité 


(19) AL LM (x) |< (2x) (a>n+ a), 
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qui n’est valable que pour æ2>n+ « et qui entraine (18) a fortiori 
pour x > kn, k désignant la racine de l’équation 


k= 2(1+ loga + logk), 


c'ést-a-Qire £ —"7,3 7. : ei: 

L'influence de l'allure de f(x) à l'infini sur l’ordre de sommabilité 
(C, 2) de sa série d’Hermite (2), mise en évidence par la condition 
d’intégrabilité du produit (12) dans (— ©, —a) et (a, 0) est le phé- 
nomène de Darboux très bien connu pour d’autres systèmes ortho- 
gonaux ('). Le fait que cette influence ne se fait point sentir pour les 
fonctions f(x) telles que l’on ait pour || > 2 


Haye Olee), 


le développement (2) étant dans ce cas sommable (C, à) pour toute 
valeur positive de à, s’explique ainsi : la série d’Hermite est le cas 
limite pour À -> du développement yea de o(a) dans 
l'intervalle fini (—1, +1) 


Pow (hl Re PO (x) 


(20) e(æ) ~ rfi ces aye" eye ion 


me (= aay TPO uso an) de, 


2 


où PY(zx) est le polynome ultrasphérique défini par 


(1903 +8) =P P(x). 
0 


carona 


H,(~”) = (— 1)” n! im) P ip DE 


On n’a qu’à transformer d’abord l’intervalle (—1, +1) en celui 


(—VX, VX) par la substitution de A à la place de la variable æ. Les 


(:) E. KocserLianrz, Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. XLIX, 
janvier 1925. 
Ann. Ee. Norm., (3), XLIX. — Mat 1932. 19 


Ee 
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régions à l'infini de l'intervalle (— 2, ©) correspondent aux points 
frontières æ—æ+1 de l’intervalle (—1, +1). Or, dans le système 
ultrasphérique, le phénomène de Darboux se manifeste dans la non- 
sommabilité (C, 2£2y—À—1) du développement (20) en un point 
intérieur de (—1, +1), la fonction développée (2) étant infinie 
d'ordre ÿpouræ= — 10ux = +1 (!). Si l’on pose y = — — les infini- 
tudes de o(æ) aux points frontières 2-1 n’exercent aucune 
influence sur la sommabilité (C,¢>>0) de la série (20) à l’intérieur 
de l'intervalle (— 1, +1). Or, si pour|æ|-—1ona 


z, })=0 a 

À lz a?) 

la substitution de = au lieu de x nous donnant à la limite f(a), on en 
V 


déduit 


f(z) St G i) = ole) 
et la série d’Hermite d’une fonction vérifiant la condition 


fx) =0(e*) 


doit aussi être sommable (C, à > 0) partout à l’intérieur de ( — «, 2). 
On voit maintenant d’où provient le fait que l’influence de l’allure de 
/(x)aVinfini sur la série d'Hermite de /(æ) ne commence à se faire 


sentir qu’a partir du type de croissance Ofare® avec € > 0. 
Les moyennes Sy (x,u) de la série-noyau (15) se distinguent de 
celles des autres séries-noyaux étudiées jusqu’à présent telles que 


I 
(21) O~ = + COSY + COS2Y +\., + COSRY +... (o<y< 27), 


par exemple, ou 
(22) owh+(1+A)PP) (x) +...4+ (n +A) P(x) +... (—1<a <1), 


en ceci qu elles changent de signe un nombre infini de fois pour n > 20, 
an en AIS LON at pt do Ses MR EE AN ioe 

(‘) E. Kogseriiantz, Bulletin de la Société mathématique de France, t. LE, 
1923, p. 244-295 (voir P: 293). 
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quelque grand que soit leur ordre à, tandis que pour toutes les autres 
séries-noyaux connues on peut toujours indiquer un nombre à, suffi- 
samment grand et tel que pour 620, leurs moyennes ne sont jamais 
négatives. Ainsi, par exemple, pour les séries (21) et (22) on a respec- 
tivement ©, = 1 (Féjer) et à, = 2À +1 ('), 

Cette circonstance entraîne une conséquence bien curieuse et qui 
concerne le phénomène de Gibbs dans le système orthogonal (H). Ce 
phénomène, qui pour la convergence ordinaire est identique dans la 
série d’Hermite au même phénomène dans les séries de Fourier, se 
présente tout autrement pour les moyennes arithmétiques de la 
série (2), qu'on peut désigner par (a). On a notamment pour 620 
i, HE + |= f(x +o) + ÉRIC 1(8), 


2V2n 


m= 0 


où la longueur du «segment de Gibbs », 7(¢) est donnée par 
9o+1 ae +1) sinu du 
ÿ CS NT ALERT GE 
Ier) 
2 
Or, {(à) n’est jamais nulle quelque grand que soit à, ce qui prouve 
que dans le système orthogonal (H)le phénomène de Gibbs persiste 


malgré la sommation de la série d’Hermite par les moyennes arithmé- 
tiques. Quand à augmente /(¢) diminue rapidement et pour 6 > on 


trouve 
2 Tl 4 b+2 5 
[(d) ~ 1 (à) (do). 


Ainsi, la sommation (C, à) affecte la longueur /(o) du segment de 
Gibbs d’autant plus que à est plus grand, mais le segment ne s’annule 
jamais quelque grand que soit l’ordre à des moyennes contrairement 
à ce que l’on observe dans d’autres systèmes orthogonaux. 

Il est intéressant d'observer que la longueur /(0) du segment de 


Gibbs ne varie point, si l’on somme la série d’Hermite par le procédé 
d’Kuler. 


1(9) = (920). 


(*) E. Kocseruranrz, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1. Il, 
1924, p. 107-187, $ 6. 
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Dans le dernier paragraphe nous appliquons les résultats obtenus à 
la série de Laguerre 


fe) ~D pr una fe fo LE (od 


(n =e +1) 


considérée au point-frontiére 2 =o, c’est-à-dire à la série numérique 
hs em! u% (a) 
(23) i(+0)~ Cp u% f(u) L#(u) d 


Szegé a montré sa sommabilité (c, o> at ;) , Si f(a), intégrable (L) 
dans tout intervalle fini, vérifie, pour æ + æ, la condition 

f(z) = Of eM]. 
Il a montré aussi que les constantes de Lebesgue 


i) 
= fe us| 82)(0, w) | du 
0 


relatives à la série (23) sont bornées seulement pour à > à + *, mais 
augmentent indéfiniment quand nr +, sid<a+ ~. Ainsi, le pro- 
blème de l'influence de l’allure de /(æ) à l'infini sur la sommabilité 


a R iN 4 , , 
(C, 0) de (23) ne se pose que pour © >a + 3; Nous avons démontré 
le théorème suivant : 


Ill. La série de Laguerre de f(x) est sommable (C, à) au point-fron- 


tere x=0 avec la somme f(+o) pour à Pre 551 Con 


pour x > ed 
f(w) = 0( 28 e®), 


En particulier, le résultat de Szegô subsiste pour toutes les fonc- 
tions f(x), dont Pallure à l'infini est conditionnée par 


fw) =ole). 
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Tous ces résultats ont été exposés dans les Notes des C. R. Acad. 
Se. (t. 192, 1931, p. 662, 1696, et t. 193, p. 386). 


_I. — inégalités fondamentales pour les polynomes d’Hermite et de Laguerre 


Les polynomes d’Hermite sont des cas particuliers de ceux de 
Laguerre, définis par la fonction génératrice suivante : 


XLS 


e 1-3 
HR ITRS = LI) (x) + 3 LO (x) +....4 2" LO (x) +.... 
(0%) SS ERY | ore RRP NW 
En effet, L’(2°) pour «= — > et a = - est lié aux polynomes H,,(x) 


et H,,,,() par les relations bien connues 


(24) Han (w) = (— 1)" nt LD) (08), 


i spe (2) = (—1 Ft ee nae LG) (22), 
qu’on vérifie facilement en comparant les expressions explicites des 
deux polynomes, à savoir 

. (—1)4T(n+a+1) - ay 
— yy” L{*) = ae ee a pe es Re SA a ee nk 
Ce (@)=) por rales kee es 
k=0 ; 

me A 
: Say foe Ce ee ey 
ee) dr rm en) 
k=0 


Par conséquent, il suffit d’étudier le polynome L“(x). Féjer a donné 
en 1909 une formule approchée pour L® (x) 


7 3 
ie CEE — QT: T a? 
Men Nr Colon lO) 
rap Vn 


uniformément valable dans tout intervalle fini, o< aS xb. 
Le raisonnement de Perron permettrait d’en étendre la validité, à 


(20) EA(x) = 7 


l'intervalle x < nm ,e > o et l'inégalité qu'on en déduit 


oe use —o| À (2) ‘| 


Eee 
peut ainsi être démontrée pour æ£r ,e >o. 
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Mais, nous en aurons besoin dans un intervalle [æ|<#.n, le nombre 
positif / étant quelconque mais fini. | 
Pour établir la validité de cette inégalité fondamentale quel que soit 
x dans l'intervalle (0, n), partons de la formule connue | 
d” 


I 
at ere L\*) (æ) = os oe [ n+ ow er] 


qui donne 


an et gta e—2 dz 


Rover ES ni? 
ant J, (z— €) 


Li) (#) = 


le chemin d’intégration étant une courbe fermée C entourant dans le 
plan complexe le point P sur l'axe OX d’abscisse positive x, 
o<a<n. Prenons comme contour d'intégration C l'arc ABC du 
cercle de rayon r= nx > x et de centre P et la corde CDA de cet arc, 
défini par la condition que l’abscisse OD du milieu D de cette corde 


Ras Frags en 
soit égale à =. Désignons par w l’angle obtus BPC, d’où 


I T 
COS D = — = = ; 
2 n 


don 27. Sur l'arc Al ig i 
UE 3 Sur l'arc : 3C ona sz =re'?, o variant de — « à + w, et 


s 


VA . 4 . . . . te 
sur la corde s = — + wt, où t varie de —r sine à rsinw = \/ na = 
4 


Calcul fait, on trouve 


Li) (x) — a a —rcosO[ 7.2 SA 
ne Comes eres? 72 arr cosp + 2°] ? cos[2(¢)]de 
0 


a—1 


: x e rsin a a? re he 
+ (— 1) = if (= = c) cos[ A(¢)]dt=T,+ T,, 
0 
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où les arguments Q = Q(9) et A = A(t) des cosinus sont égaux à 


r sing 


Q=(n+a)are tang( ne 


)—rsing —ng 
et 


at 
A=(2n+1+ 2a) aro tang( 2") — 1. 


Étudions les intégrales T, etT,. Dans la première, T,, la fonction 


n+Xx 


Pig) == Er TT ore cos pe xt |? 


croit d'abord jusqu’à 9 = ,, où 


xa I x 
SS SS — = COS), 
2\/nx a\y 7e 


donc (') 9, <<, atteint son maximum pour 9 = 9, et décroit ensuite, 
tandis que Q(¢) diminue tant que 9 < 9, atteint son minimum égale- 
ment pour >= 9, et croit ensuite. Cela prouve que |T, | est inférieure 
a l'intégrale de F(o) étendue a l’intervalle (9, —h', ©, +h"), les 
nombres positifs h' et h’ étant définis par les conditions 


COS y= — 


Q(o,— A) = 2(o + h,) =2(%) +t. 


Or, cette intégrale est inférieure à F(o,).(h, +h,,) et 


aa F(o,) hi + hi. 
me T 


IT I< 


Pour estimer l’ordre de grandeur de fh, et il suffit d'observer que 
9(p)=0, Q"(p)=0(r)= O(Vnx) et 


LVEn <2 (2) = (2 2) 2 ee <aynz (x§n), 


r+a 


ce qui entraine pour Q(9, +h)—Q(9,.)=7 
2 San cata (cei 
m=o (pe) Oe) 


(4) Pour « 20. Pour & < o le même résultat final subsiste et l'on n’a qu’à rai- 
sonner avec 9 =, car alors 9) >. 
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et par conséquent 


PRE Ta ENS 
“oH =0( 72) 
Or 
Dr 226 n+a 
car F(p)=at(nx) Êe ? [æ(n+a)]?, 
d’où 


En appliquant le même raisonnement à T,, on trouve d’abord pour 


a—1 


%&1, la fonction monotone (a? + 47?) * étant dans ce cas décroissante: 


05) a 
n a are x 


Soe - D 
pee = | (F+e) a=0(1à), 
CE À A n 


t La 
car argument A —(2n + 1 + a) Arctang ~~ —t est également une 


fonction monotone dans l’intervalle (0, rsinw) et croît de zéro a 


-v5-o(3) 


quand ¢ va de o arsinw. 

Pour « >1 on doit, au contraire, considérer le voisinage de la limite 
supérieure d'intégration, où A’(t) est très voisine du zéro, mais reste 
encore positive. On a : 


A"(r sina) =O0() 


NZX 


A‘(rsinw) = +, A" (rsinw) =— oa [1+ 0(2)], 


et 


an Vnax 
Posons, pourh >o, 
A(rsinw —h)=A(rsinw) — 1; 
on trouve 


h=O(Vnx) 
et, vu que « >1, 


x a—1 


xt / a? : 2 
S —|{- +rsinto h. 
T-\ 4 
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Or 


ies +r sin? o —=nx; 


donc on trouve finalement 


Cette inégalité est satisfaite aussi pour «<1, car dans ce cas 


œ 1 x 1 
2 2 


20) 20) [207] 


3 RL A exe 
pourvu que l’on ait « >— =. La preuve de l’inégalité (27) est ainsi 
achevée (‘). Son cas particulier 


LL (a) = ARS 
12) =0( <=) 


a été donné en 1926 par Hille [b, p. 348], mais sans démonstration, que 


Hille qualifie « rather long and complicated ». Pour «——“eta = ~ 
2 2. 

ona 

(28) Pole Ol niet). LG) (2) = 0(a ie) 


On en déduit, grace aux relations (24), l’inégalité bien connue pour 
le polynome d’Hermite 


OG sate) =0( & ara) 
Vin 


démontrée ainsi pour v? <n, ou |æ|<yn. 

Il n’est pas facile d’étendre l’inégalité (27) à lintervalle a<kn, 
k étant un nombre positif fixe quelconque, et pour le faire nous com- 
mencons par l'inégalité (29). L'identité 


e—22—2%x+h)s = p— 2222 e—2—2hs, 


ARS: Ar (D 
(4) Pour «<— 6 il suffit d'intégrer T, par parties E( DES a) fois pour com- 
HS 
pléter la preuve de l'inégalité (27), valable quel que soit «. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — Mar 1932. ; 20 


RER ET à 
ee eae 
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donne le théorème d’addition (Runge) pour le polynome H,(æ), car on 
peut l’écrire 


> (TE) =) Eye =(3; = 10) (3 = L10) 
et par conséquent 3 


yn HE) = D Ci Hu (æ) Arm (he), 


où C)” est le coefficient du binome : 


m0 


ni CY—=min—m! 


En particulier, pour 2 = x, on trouve : 
H, (2/2) = a SG Ha (2) Han): 
0 


Soit maintenant |æ|<yn, donc|æÿ2|<y2n. En posant y =xy2, ona 
pour |y |< Van, grâce à vee (29), 


LDC TE on mlor-mn — m! 


V(m-+-1) (n — m +1) 


H,(>)— of 

V2" 
et l'inégalité (29) sera démontrée pour|æ|<Ÿ2n, c’est-à-dire la lon- 
gueur de l'intervalle de sa validité sera multipliée par 2, si l’on prouve 
que la limite pour n — o de l'expression 


nt 


NUE nm + 
tes PANIER > (on Vvmin— m! ant D VC 
V on Va! (Vm + 1) (2 — m +1) V2" Vim +1) (2, — m #1) 
0 


est finie. Or, pour n -> oc et m= nt, 


In e—n Vit) dt 
Vn ne hee 


Vand, Vta—t) 
ou 


Y(t) = = [¢loge+ (1— t) log(1— t) + log]. 
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Vu que 
2’(t) = logt — log (1 — t) 


la fonction Y(t) a un minimum pour t= : et l’on a, si ii; 26h 
Y(t) TE = ty) = 62/1 + O(e,)]. 
| 
Posons &, — n ‘et l’on a 
sn 
a en) — OC Vin af Cm 40) DE 
en a ae Vian 


Vn 


t vn has 
lim y,= lim ne ie En YE) LR 2 lim sk ee duo / 5. 
n= n= © ar 1 Ve —+) ea le 6 /- 2 


Va 


En répétant ce raisonnement un nombre fini de fois, on prouve 


l’inégalité (29) pour tout intervalle |æ|<ÆYn, où & est fini. Pour en 
conclure que l'inégalité (27) est valable pour n<a<h?.n nous allons 
exprimer L™ (a) sous forme d’une intégrale définie, où sous le signe 
somme figure le polynome H,,., (Va) ou, ce qui est laméme chose, le 


4 = 
polynome L® (a) multiplié par Va. En effet, les relations (24) prou- 
vent que les Inégalités (28) sont valables aussi pour n<x<Æ?n, k étant 
aussi grand qu’on veut mais fixe. Or, comme nous allons le montrer à 


la fin de ce paragraphe, ona pour & >: ~ 


(30) (aie ROE ED) ey CRE Ve LE) (cy | («>5), 


r(n + :) 


où D;* est une dérivée d’ordre négatif — 8 quelconque définie par 


P(B) Dz" te) =f (au) flu) du (8 >0). 
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L’inégalité (28) entraine pour L(x) 


Li)(2) = Tito RS 


3 I 


Per: 4 ges _ | I 
=O =f 6-0 AGO («>5): à 
UE 0 ÿ 
Or, pouræ->x,ona 


1 
, PS A: | 2 x 
ae Casi) ula 
0 


ie 
Sia I 
use =0(2 a ) (« > x): 


Cette inégalité est sans valeur pour xn, mais si l’on considère l’in- 
n : : 
tervalle(n, kn), nSa<k*n, où le rapport = est fini, on en déduit 


a 4 a 1 x eas 
CEE rim e n ars 
Can nv 2e heh 
Lit) (a) =O Gud (4) -ol (2) i. 
ory 5 sb 
x 


c'est-à-dire on achève la preuve de l'inégalité (27) pour æ<#k?n. Ona 


donc 


supposé a > = Il est facile de montrer en employant la relation ana- 
logue 
(31) Ligh) = Line Ets) TE 
P( n+ 5) 
2 


1 Z ie 
valable pour « > — ; que (27) est exacte pour «> — setæ<kn 
quelque grand que soit le nombre fixe réel 4°. Les relations (30) et 
(31) sont des cas particuliers de la formule générale 


T(n + «%+1) 
Tin + 6B +1) 


2% L®(æ)= 


Dati oP LÉ) a 6) 


qu'on peut aussi écrire 


3 Tintat = > 
(32) LP (a) = Os eeH Hew J (x — u)*-8- u8 LÉ (u) du, 
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et qui est nouvelle à notre connaissance. On la prouve ainsi : le pro- 
duit z = æL® (x) vérifie l'équation différentielle 


(33) xs" —(æ+a—1)z + (n+x)s —0o 
que l’on déduit facilement de celle des polynomes y = L®(x) 
(34) xy" —(#2#—a—1)y'+ny=0o. 


Si l’on cherche les solutions de (33) de la forme 
Fae Det elke) = = Fo fe (a — u)*—" E(u) du, 


on constate que (33) équivaut à l’équation 
Dz*| wk"-+ (1— x) E+ nk =o. 
Par conséquent 
= Dz (x) = Dz*[ LP (2) ] 
est une des solutions de (33) et 
Ves, =a Oe) | 


est une solution de (34). Comme y, est un polynome de n*™* degré, on 
en conclut que y, =L” (a). C,, et la constante C,, dans 


2 Li (2) at y= = Cre f (eu) Li (2) du 
0 


se laisse déterminer en faisant tendre x vers zéro. Vu que L} (0) = 1 
et L®(0o)— A%, où dans tout ce qui suit A désigne le coefficient 


n ? 


de 3” dans le développement du binome (1 —:) 1") 
Tin +1) T(a+1)AM=P(n+a+1), 


on trouve ainsi C,.= «A, c’est-à-dire 


ee 


Be (rx) = 


On en déduit, en prenant les dérivées d’ordre « des deux membres 


T(n +a +1) L(x) =T(n +1) DEfæ Li (2), 
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et de méme 
Tin + 8B +1) LL (2) =P (n +1) D8 | x Li?) (x) }, 
d’où 
T(n+8+1) Da L@(æx)]=T(nr + a+ 1) DBf 28 LPO (x) | 
et ensuite la relation (32) qui était à prouver. On achève la preuve 
de (27) pour nSax<k?n, en observant que pour m—E(m)=o ona 


nt 


PAT) (en D OR ne). 


zap 2 —K! 


donc, moyennant (29), 


ns 3) (a) =O (2) , 
Vn 


d’où, pour n£æ£#k?n, l'égalité (27) avec a=—m— =. Ensuite, 
pour 0 >ax > — (m+ a on applique (32), ce qui complète la 
preuve de (27) pour nSa<k?n quel que soit a. 

Passons maintenant à l’intervalle infini z>n-+«. Dans cet inter- 


valle l’expression explicite (25) de L® (2) suffit pour notre étude, car 
on en déduit 


; rey. n | n+x+a)r 
| Liz (wr) |< D He x-K(n + ay UE te), 
kin— Fk! n: 


d'où, pour v2n-+ a, l'inégalité 


(35) FINO) (ape RP ct eS a 


n! 


Vu les relations (24), elle nous fournit cette autre inégalité relative au 
polynome I,(x) 


(36) | Hat: neat 2 |r (ivl2y/n ae ty, 


valable pour |x|2> OE + =: Ajoutons enfin que dans tout intervalle 
fini (') on peut bre chier H,(æ) sous la forme d’une série asympto- 


(') Tout récemment M, S. CG. van Veen a donné (Math. Annalen, 1931, 
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tique Se aa aa donnée par Faber en 1922 et qui s’écrit 


ROSE 2) | 7 a > cs Tn (= *)| | 


eae as 
Van. nT 


avec C, Vn” = O(1). Elle généralise la formule approchée 


G2 


(38) <a cos (wan + AE) + 0( 
Yorn! RT Vn 


donnée en 1905 par Adamoff. Uspensky a démontré que dans la for- 
mule approchée pour lan®™* somme partielle S°' (a, w) qu’on en déduit 


(39) nS (x, Re nn 6, (u, £) | 


DANS (u—x)yn) 


avec 0,(u, æ) = O(1) uniformément quand x et wv sont dans un inter- 
valle fini, ona 0,(x, x)= o et en outre 


AU NE - 
(4o) ne Salas 


L'expression Sy (x, w) désigne la n°" somme partielle de la série- 
noyau et l’on a 
Gi) See, 9 = ete HAN 


gm mm | “om min 


Dr (Oe ben Cd Pa (ae) A ee 
a"nl(u—x)\/n 


I 

4 

comme‘on le vérifie facilement à l’aide de la relation bien connue 
ste) are (r}ian El; (2) 0. 

II. — Conditions de convergence. Sommation par le procédé d’Euler. 


La n° somme partielle /,(æ) du développement 


(2) f(x) ~> RUICIR ie Cay er Gta ya lt 


fed on! LV 


B. 105, p. 408-436) une formule approchée pour H,(x) valable dans l'inter- 
yalleso S776 ÿo(n Er), 1), l'indice ? pouvant prendre aussi des valeurs non 
entières. 
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s’exprime à l’aide de celle S°’(x, u) de la série-noyau 

I H,(æ) H,(u) | H,(z) H,(u) Hite) HT) ) 
OLA a RTE AT D sa CO coc sre gir 
par l'intégrale définie suivante 


ht@=f fw) Sr u) du 


L'expression (41) de S(æ, w) et l'inégalité (29) pour le polynome 
H,(x) donnent pour au, si x et u sont O(Vn) en valeur absolue : 


x? ut 


(42) Si (x, 0e) [jx], 1u]SO(VR), |æ—u|>o]. 


[u—x| 


D'un autre côté l'inégalité (36), valable pour lul2y/n+ “5 nous 
donne, x étant fixe et fini : 


- RE of an ALES heu) _ > e n 
ee 00 een eee = of (riiy/E) 


Posons 
gl et 
Op (ut) =| ure 10 . 


et considérons la fonction paire o,(u) pour u>o. Elle atteint son 
maximum pour v= ÿn + 1, done pour u >#Vn avec # > x ona 


Qa(u)S ork Vn). 


Soit f, laracine del’ équation &?— 2log (2Ee)=0, donck, = 2,2..< 2,3. 
Onag,( hy Vn) < ky = O(1), donc on parvient ala conclusion suivante : 


(43) Jule *|S(x, w)|=Ofen(a)]=O0)  (ul>kVr). 


Supposons maintenant l’existence des deux intégrales 


(6) Î (fate 2 ee <G et (sae? & <a. 


Y— © u 
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f —hyn —A A ky Vn 
(@= f +f +f +f ae Sai 
Fe —koVn ae à vn => 


Ko 


Ona 


la fonction sous les signes somme étant e-“f(w)S(a, u) du. 
On a grace à (43) 


a ky Vn =e du ee = 
In=0| fi e ON Iu=0| foe Lp] 


ky Vn 


et de même à l’aide de(42) vu que x est fixe : 


A u2 ko Vn ue 
eo age u alas eee = 
; o[f HO: “| i o| f HO Z| 


Par conséquent, on peut choisir un nombre positif fixe A, assez grand 
pour avoir si A2A, 


[Jul + | Ine] + ni + | Sns | <n (A2A,)), 


quelque petite que soit la quantité positive n donnée a l’avance. Cette 
conclusion élimine toutes les difficultés causées par les parties infinies 
de DORE Le æ,æ) grâce à l'unique hypothèse d’intégrabilite du 


produit w-'e *|f(u)|dansles intervalles (—, — a)et(a,æ). Quant 
à l'intégrale J,,, étendue à l'intervalle fini (— A, A), on sait depuis 
longtemps que l’on a 


A À 
fim J,,— lim ce] (UU) S,' (@, Uy au = AS Zoe) ost AE eR a a) 
— A 


sous les mêmes conditions suffisantes (Galbrun, Cramer, Szegô, 
Uspensky) que celles que l’on connaît pour les séries trigonométriques 
de Fourier. Le théorème sur l’équiconvergence de la série (2) et de la 
série trigonométrique d’une fonction qui est identique à f(x) au voi- 
sinage immédiat du point æ considéré, démontré par Szegô sous l’hy- 
pothése génante F(2)=O[a°"] pour |[æ|— et à l’exclusion du 
point z =o, est ainsi établi pour toutes les valeurs de æ et sous la 
condition beaucoup plus large (6). Cette condition est moins restric- 
tive que celles de Cramer et d’Uspensky qui exigent l’intégrabilité dans 
Ann. Ee. Norm., (3), XLIX. — Juin 1932. 21 
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(— 0, —a) et (a, æ) des produits e Ff) ete “[ f(u) |? respecti- 
vement tandis que notre condition (6) n’exige que celle du produit 


u? 


dense 2l/(u)l: 


Les inégalités (42) et (43) permettent aussi d'étudier la sommabilité 
de (2) par le procédé d’Euler. Nous allons voir que la transformation 
d’ Euler peut réussir dans le cas de divergence de la série (2) et en préciser 
la cause. Commençons par montrer que la série-noyau transformée à 
l’aide du procédé d'Euler possède, au voisinage d’un point fixe x, sensi- 
blement la méme allure qu'avant la trans formation. 

La transformation d’Euler consiste dans la formation de la série 
Eu! en partant d’une série donnée Lu,, où le terme général w! de la 
« transformée d’Euler » est défini par 


! 
grt yi — (h) y Ci) > Ge es : 
Ge me i —— aor a 
mint = 1 


n—=0 


Pour calculer la nŸ" somme partielle &/ (x, u)- 


A nee 
site =Sigia Bor Mle 


m=0 P=0 


de la transformée d’Euler de la série-noyau, nous partons dela relation 
suivante 


arm (ere u+t y Ci 
2 Ha }1( en =») yo, CY” H, (a) Hy (we) Hap (t) Hag (t) 


/2 
\ p=0 q=0 


qui découle duthéoréme d’addition établi au paragraphe 1. En multi- 
pliant par e ” dt et en intégrant de — oa +o, on en déduit, grâce à 
l’orthogonalité des polynomes d’Hermite dans (—%, æ) : 


t, 


- a “s cae 

+ © n a n 

ot So ny) Up (a Hy (@) Hp (we) __ — f oat V2 V2 d 
zee 2? p! Vr IUT à a" n | VT 


car 


fs eh, (2) Hn-g(t) dt==0 pour p <q 


_— 


=a"? T(n = p +1) \/n, si p=q. 
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En sommant, on trouve ainsi la relation fondamentale 


(44) Ge say tl) +. fe (ee, LAN 
2Vr ; V2 V2 
Pour uetx finis et |¢/<A on a, d’après la formule approchée (39), 
(45) RS (ÈS, aed, 
I 3 rs 
tue u +: 
=Vÿs pow + jeluo RATE 


Bree (u—zx)Vn 


avec 0,(€)=0,(æ, u, t)—=O(1). Mais, la formule d’Adamoff (38) dont 
la formule (39) est le corollaire, n’est qu’un cas particulier (pour 
C= : et æ — + :) de la formule approchée (26) donnant le poly- 
nome L' (x) et valable dans l’intervalle lar|<n? Par conséquent la 
formule d’Adamoff et avec elle la formule (39) sont valables pour 
æ|£n° a condition d’ ane le reste de la formule (39) sous la forme 
O 

el au lieu de O = | ce qui entraine pour notre formule (45) 


0,(t) = o(Vn) si l’on a |t| = o(/n). Ceci dit, nous pouvons appliquer 
cette formule pour li[So(Vn), u et x étant finis, avec 0,(4) =o (Vn). 
On trouve ainsi pour |t|<Yn par exemple en posant /z = A, 


u? + x? (u —#)2 


(46) I fleespaat ‘ : sin (uw — #) Vn + 0(1) 


2VT ae T u— 2 


Or, à l’aide des inégalités (42) et (43) on établit facilement que les 
intégrales étendues de —o à — A, et de A, à + sont toutes les 
deux de l’ordre du reste dans (46) c’est-à-dire pour nr 2% 


L u?+- x? fe (u— a)? I 
i! SiO 17 ae oe Oo € 
=f gS dice (sy) 
2 Vr Jus, 


et de même pour l'intégrale étendue à l’intervalle (—, — À,). Ainsi, 
on a pour æ et u finis 


UP + je (= 70) 


ee DUR sin (4 = æ) Vr + LS 
u — x 


(47) TE! (2, u)=e 
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ce qui prouve la divergence de la série-noyau transformée par le pro- 


cédé d’Euler. Au voisinage du point u =a sa somme partielle &,, a la 


même partie principale 
HE sin(u—x)Van 
T u— & 


que S‘° ce qui entraine la conclusion qu’au point de vue de conditions 
suffisantes de convergence relatives à l’allure de f(x) au voisinage du 
point x, où l’on considère son développement (2) et ce dernier trans- 
formé par le procédé d’Euler, les deux séries sont équiconvergentes. 
Il se peut bien néanmoins qu’au point de vue de conditions relatives à 
Vallure de f(a) à l'infini le procédé d’Euler se révèle plus puissant 
que la convergence ordinaire. En effet, dans (47) pour x fixe et u — <0 


i = 
on a le facteur exponentiel e* au lieu dee? pour S(a, u) et ceci 
semble indiquer que pour le procédé d’Euler les conditions (6) sont 
surabondantes. On peut d’ailleurs évaluer l’ordre de grandeur 
de 6) (æ, u) pour u + oo. La formule de Mehler 


. ge Re 
(48) fee ee + e SE iu) du 
ar Ai 


permet de trouver l'expression explicite de la fonction génératrice 


D, (z) de gn 


on n | Vr ‘ 


n=0 


car les deux intégrations sont aisées à effectuer, et l’on aboutit au 
résultat suivant (Mehler) : 


as —2vus + urs? 
LE ne Dome RUE Bik! 


En divisant par 1— 3, on en déduit la fonction génératrice ®,(3) des 
sommes partielles S/)’(a, uw) de la série-noyau (15) 


2332 —9 wus + u?z? 
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Or, celle des transformées d’Euler &/(x, w) est d’après (44) 


2 co we 1 
D SON (2. uy = af” eta mi à hn ak D 
0 Sarg (I—s)?Vi+ts 
ou (I~ 3°)o(a, u, 3) =a? 2?— 2œuz + us. En prenant comme 
2t—(u+2)z 
Vi+z 
l'intégrale définie et l’on a le résultat cherché 


su x\2 z u—x\? 
: has 
DEP (a, 4) 5" eg eee: 

VE Gas) 


0 
L’unique point singulier du second membre est le point z= 1, donc 
on a pour &'') (a, u) la formule approchée suivante : 


nouvelle variable d’intégration » on calcule facilement 


(49) 5e uy = sf) ee 


Pour |u —x|— o(Vn) on retrouve à l’aide de la formule (26) le 
résultat (47), mais on a aussi grâce aux inégalités (28) et (35) les 


évaluations suivantes : 
(u+ x)? (u— x)? au? 
ÉLIRE ae 
| — O —_— 
[u —x| | u | 


pour |u|<O(yn), (x étant fixe ) ainsi que 


| Ress (lue 
(51) Si, (x, a= 0 nian € agen one 


pour |w|2>2yn. Vu que la n°"° somme partielle du développement (2) 
de f(x), transformé par le procédé de sommation d’Euler, disons 


fea), s'écrit 


(50) Er 4) =O 


+ © 
fP(2)= 7 où 6 (ar, u) du, 


on trouve facilement à l’aide des deux inégalités (50) et (51) que les 
intégrales 


Zs : 
ROCCO few f(u) 6i(, w) du 


A 
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peuvent être rendues aussi petites qu’on veut en valeur absolue par le 
choix du nombre positif A assez grand, pourvu que les intégrales 


mat ie du A du 
(a) of Fis <e «à f oP smiy <6 
soient finies. Ainsi, nous avons mis en évidence la condition suffisante 
assurant, quant à l’allure de la fonction développée f(æ) à l'infini, la 
sommabilité de sa série (2) par le procédé d’Euler. On voit mainte- 
nant quand peut-on sommer la série divergente (2) par le procédé 
d’Euler. Si la divergence est causée par l'allure de f(x) à l’intérieur 
d’un intervalle fini, rien à faire, la transformée d’Euler de la série (2) 
diverge aussi. Mais, si f(a) satisfait pour les valeurs finies de æ aux 
conditions suffisantes de convergence et la série (2) diverge unique- 
ment à cause des particularités de son allure à l'infini, le procédé 
réussit, si f(a) vérifie les conditions (52). Ainsi, par exemple, la 
fonction f(x) =e”, où g <1 est un nombre constant, est à variation 
bornée dans tout intervalle fini, donc la convergence ou divergence de 
sa série (2) ne dépendent que de son allure à l'infini. Cette série 


(53) CDD ee f ep Han (ue) du 
T Ve 


g2ny/ ary 
5 \ on! 


diverge, si g > =. En effet, en désignant parc, l'intégrale définie 


I oon 
r= af erent Cuydau, 


+2 S 
> : 2H, (u 
aie |: sa > = ) du 


on trouve 


—2 


d’où Con+1 O0 et 


A l'aide de la formule approchée (38) pour le polynome d’Hermite on 
déduit celle pour le terme général w,(æ) du développement (53) de la 
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fonction f(x) =e" pour tout x fini 


Un( 2) = Gee) = T ) i £ e” | cos(aa yn) ! o(+) . 
EAN EL: tira VrG—q)l Vn 1 

Ce résultat prouve la convergence absolue et uniforme de la série 

étudiée d int + ; i 

e dans tout intervalle fini pour o <q < =: Elle continue à con 


1 . . . 
verger encore pour g = - mais devient divergente et non sommable 
par le procédé des moyennes arithmétiques (C, à) quel que soit l’ordre 
. va) : 
de moyennes 0, sig > = 


ns us 2 . = ee le , I 5 

C Fe qu'intervient le procédé d’Euler. En effet, pours <q < à 
la condition (52) est vérifiée et le développement (53) de f(a) =e" 
est donc sommable par la transformation d’Euler. Pour Gam la fone- 
tion étudiée cesse de vérifier la condition (52) et pour g2 7 la série (53) 
n'est pas sommable par le procédé d’Euler, mais si l’on répète la trans- 
formation d’Euler deux fois la série est sommée pourvu que l’on 
ait g < à ('). La question se pose: quel est l’ordre limite de croissance 
de f(x) au dela duquel la série (2) ne peut plus être sommée par l’ap- 
plication répétée de la transformation d’Euler, bref sommée (E, #), 
où & est un nombre entier fini. Rappelons la définition du pro- 
cédé (E, à), à étant un nombre positif quelconque : la transformée 
d’Euler d’ordre à a par définition sa somme partielle n°"° &" égale à 


à 
à 
ST Cu — Hm msn [0 2-4, 
ce 
ot: @ = 2-°<1, car 6 >0; de même son terme général uv” est donné 
par la relation 


n 
ul) — a> CE eG lO thin 


m0 


(*) La condition nécessaire de sommabilité(E, #) s'énonce u,— of (244 — 1)"] 


ce qui prouve la non-sommabilité (E, 1) de (53]) pour g 2 7 ainsi que celle 


4 
(E, 2) pour 424 
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Pour évaluer 6°\(x, u) de la série-noyau (15), ore la fonction 
génératrice de la suite 6° (a, u) 


6 
a" .ul) 


= I 
LE) 3" ED (x, u) = se 
0 


co 


m Hi, s 
ee zn 0 D Ca — 0) gm Mn (2) Hn(u) 


12 ra am m!\/% 
ne 0 St aie Hn(æ) Hm (ue) H,,(u) D CHT s (1 5 à 0) Pre 
EE - pe ! Va n=m 
Or 
a. n+m! 1 
DCR lea ONE a (1-4) P= (r—sa—o) 
n=m n=0 
d’ou 


m( Hn (x) Hm (ue) Hn(u) ( Os yr. 
LOSS a: eee om m! Vr 1+03—53 
On reconnaît dans le second membre la fonction génératrice ®_, de la 
série-noyau (15), d’où après transformations algébriques l'expression 
explicite de la fonction W;(z) : 


0 su+ x x] 
= & 0 el —3+205) 
54 PS3) = ete ed NU es 
se ee 2 Vr Vi—:(i—26) V(r—s) 


Des deux points singuliers 3 —1 et s= = (0 me :) le plus rap- 


A 


proché à l’origine est le premier. Soit 9S -, ce qui correspond au 


cas 21. Dans le cas 3 >o on ne doit tenir ambi en écrivant la for- 


mule ATEN ge S”, que du point singulier s =1 ce qui nous 
donne 
. (u+x)? (! ) 
(55) BOL Doe ase oe (/ = Le E (ue) | (+) 
(221, ET mdr 


Cette formule déduite dans l'hypothèse 641 est valable aussi 
pour à — 1 car dans ce cas elle se réduit à (49) établie déjà indépen- 
damment. L’inégalité (28) prouve que l’on a pour |u|<O(Vn), tandis 


UE a 
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que æ est fixe 


(= rar es: G a4 
56 EP (æ, u)— 0 Lee à 
te eh) i [u = x|V8 oe |u| 


ce qui prouve que pour à + o, donc 8 = 2-*-> 0, l’ordre de croissance 


2 


5 te : c ne M 
de &!)(a, w) avec| u| -> diminue mais reste toujours supérieur à > « 
Hy 


Sans développer les détails de la démonstration, basée sur l’inéga- 
lité (56) ainsi que sur celle 


(57) sf(z, y= 0} oF (ee) /8 (te): 


valable pour DÈVE et qui est le corollaire de l'inégalité (35), 


énoncons le résultat définitif : 


THÉORÈME I. — Le développement (2) d’une fonction f(x), vérifiant 
dans tout intervalle fini —a<x<a les conditions assurant la conver- 
gence de cette série (2), est sommable (E, 6) pour 6 assez grand s'il 
existe un nombre positif € aussi petit qu’on veut mais fixe et tel que les 
deux intégrales 


(58) fae eG fo | ae <G * ee 


—n a 


soient finies. Plus précisément, la condition 


a 2 3 
fem ecg a femignji@<c  (7<;) 


I 
ie à es 
assure la sommabilité (E, à) de (2) pour 02 ©". 


Il est probable que les conditions relatives à l’allure de f(a) à l'in- 
fini et assurant la sommabilité de son développement par le procédé de 
Borel se réduisent à l’intégrabilité dans (—, — a) et (a, ©) du produit 


3 2 . . 
ne je , étant donné que le procédé de Borel est le cas limite du 


procédé (E, à) pour à > æ, c’est-à-dire pour §= 2" > 0. 
Ann, Ec. Norm., (3), XLIX. — Juin 1932. 22 


Ÿ = fe 7 LE 2 à EC pees Seats 


À général Uy, étant nu, = o(1) pour» + æ, on constate facilement que. 


* 
- > A A 


» = \ vee À = , iz > i: : Sie A) SEE 
tbe Les moyennes sm de la HER aie les intervalles NE æ, 0 
Cr es Le 


+ . oh id en 4 | Ce ; LS wih 
= eerie Sa ae : ‘ 


ibs condition nécessaire de. sommabilité (C, 8) d' une e série ide terme 


le développement (2)de Te) n’est pas sommable (CG; 8) quelque ae 


eae) : 

“4 + 

ue soit ¢, si /(æ) croit avec a comme e”, où q>- *. D’autre part, aa 
pour qI<- 5 ce développement converge absolument et uniformément <a 
dans tout intervalle fini et la question de sommabilité (G, 0) Te SRE . 
pose même pas. À 
Dans ce qui suit nous allons étudier le lien qui existe entre l'indice Sy 
de sommabilité (C, à) de (2) etl’ ordre de croissance du Bees ii * ¢(w) ¥ ë 
comparé, pour æ -> , à celui d’une puissance ay ac > 0). 2 

Par HUY: ona | : 

AD SD (2, u)= où (x, D À Hal Hat, 4 


om m!VT ; x 


m=) 


ou, comme toujours, 


T(n + iT (8 +1)A9—T(n+6 +1). 
On en déduit 


a . A5 — Ques urs? 
(Een eh bet tl 7 


= 1 — 5? 


Def (a, à) = Ma) =~ 3) PO (3) = — 
, Ve 


hs 


Soit a un nombre positif aussi grand qu’on veut mais fixe et consi- 


dérons o\?'(a,u) dans l'intervalle a  u <0 (Vn), æ étant un nombre 
fini, fixe. Pour estimer l’ordre de grandeur de s,(æ,u) dans cet 


NEA 
\ 
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intervalle, observons que 


=. e 4 ni 
(59) VrŸ ara) (a, "RER Se ; 
0 


5 1 


(a) 


h=%) ue) 


ou 2d? = x — 2œu+u =(u — x) et as? =a" + oux+u =(u+x). 
L'ordre de grandeur du coefficient o'*) de la fonction yx. ©; (s) dépend 
de son allure au voisinage des deux points singuliers essentiels s =1 
et s==—1. Or, au voisinage du point z=1, Ÿ;(z) Vis se présente 
comme 


s? ds 
+ — — 
2 1 


2 
e é 


92 
es 
e 


D prs) (d? LE 
0 


G+: = V2 


(12) 


tandis qu’au voisinage du point s = —1s, nous avons 


e À oo es es > tt) ia) (52) 


eens 
2 90 


Ainsi, on obtient pour o\” (a, w) la formule approchée suivante : 


— os Be (+) : 
(Go) Virol?) (a, uw) = LY 4 (42) (1+ eh) 
2 
y poe 
pad ae 
+ (—1)" 2 : i Ds) (14e), 


Ose 
9, 2 


où en = (dl) et ef 2 = O((s). 
Les inégalités 


d à A 
Pie Rs en. (=3) ition =| 
if day] | a Ly (2) = 0 Va 


valables pour d? —0(n) ets = O(n) donc pour |u| = 0 (Vn), car x 
est fixe, nous donnent maintenant l’inégalité fondamentale pour giles 


std? 
2 


DUT) we 
(és Momo Ve. | [u|sO(r)]. 


ju wt a |e! 


‘2 ie a vers zéro pour Hone 0 et nn een ue: soient u et æ 
_inégaux, VE xz. On voit ainsi que 133 série-noyau représente i 
malgré sa divergence, car elle. est sommable C2 a> 0) ave 
nulle, siu 4a, la sommabilité étant uniforme dans tout inte 


Aiea 


ee que ju—al>e, ED ONE Se eee ae ae ees 
 Observons que pour x fixe on déduit de (6x) 1 vu que a est aussi LE 
grand qu’on veut et que est compris dans l'intervalle [a,0 (n)] SA FF = 


ae 
~ 


> ms 


Seay SS SOc, oes . fas|u|so(va)] Rae 
Bye eee ju free" ee ‘ait. TIC 
Passons maintenant à l’intervalle (nr, ©). La même formule (59) ae 
nous donne LÉRERES OS exacte de o(x, u) ne ae 
i. 73 

Vie (a, eye yeni er de 2), | Soe 

+ m0 TS 

Or, pour (uta) >2(n+D+: » On à s? , PIn+È+: et Pie & 


galité (35) devient applicable. Pour réaliser cette condition, i suffit de | 
sUpposer que l’on a ze 


[u|>|æ|+Van +20 +, 


ce qui revient pour nr -> 0 sensiblement à |u| > Van vu que æest fini. 
Ainsi, nous obtenons le résultat suivant : 


VF | 0: “A DIS Sowa eo sae 


m=0 


gr nm 
= (+ sy À (ut) (|u|>Van). 
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Vu que æ est fixe et que |u| >V27, on en conclut 
(6) 2\n 
(8) _. Tp (@,u) (2u ) 
Sh (æ, u) = LITE = 0 | 
(|u|>V2n, x fixe). 


Nous allons transformer ce résultat en vue d'application ultérieure. 
Considérons le produit 


: on(u)—e ? ure+t SO (x, vw) = O[ bn (u)], 
ou 


log b,(u) = — — + (an +20 +1) logu+n(log2 +1) — (n+ 0+ :) logn. 
Le maximum de ¥, (u) est atteint pour u = ÿ2n + 20 + 1 et si l’on 
choisit £ > \/2, on a sûrement 
| = Un(u) < (x Vn) 
pour u > An. Or, 
log ba(kVn) =| — = + 2 logk + loga + | + (20 +1) logk. 


Nous choisissons # égal à la racine de l'équation 


ke 
2 logk + log2 +-1= Ban 


d'où k= 2,7... <eetainsi Y, (hyn) =(2,7...)*' =O). 
Nous avons démontré ainsi que pour |u|>e/n, on al’inégalité 
(64) Flu) 98(a, u)| = O(a) 


et cela quel que soit l’ordre des moyennes 0. 
En réunissant les deux inégalités (63 ) et (64) on peut dire que dans 
les intervalles infinis (— 2, — a) et (a, ) on a, æ étant fixe, 


(65) e *Sô(x, u)=0(—— ) Ge eet inl): 


| poet 


Observons que le méme résultat (61) peut étre atteint beaucoup plus 
facilement, sid — E(0), et voici comment. La relation connue 


Anis (2) + 22H,(x) + 2nH,-,(x7)=0 
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on (1) 
donne pour la première moyenne S$)’ où sigma-somme 5, 


oi" (a,u 
Sse (2, u) = ———— (æ, ), 


u-E TI 


Siw, te) 
as 


l’expression explicite suivante 


Gi (au) Tw (au) 


(68) C9 ar [2(u—zx)}? (u— x}? 


où (x, wu) =S' (a, u) et où l’on a posé, pour À —E(#), 


k 
GM) ( a, u Sten foie 22 1)§ Ci!) He sx) Halu 
(ae, ut) Sie ) pi(æ) Hu). 
Grâce à l’inégalité 
Merise 
(29) ie) 20] Eve | 
Vn 
on aévidemment 
2? + ue ede 
(67) Gi (z, NORE: 2 re) [A=E(X) 21]. 


En particulier, on en déduit pour #= 1 etk=2 


(68) dx, u Sora) es cru Ale o| =| 


2(u— x) [u—x| 


et ensuite, à cause de (66), 


(LA) O RERO 5 I+ PRET L 
: E [u— æ|Vnr | 


Supposons dans tout ce qui suit[u—æ|yn2>r. Alors 


ue + ut 
ci Cx, neo ene | 


L’inégalité à démontrer s’écrit 


Ce +u 
(69) oth) (ax, ee va) [A= E(k) 20], 
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et elle est établie pour 4 =o et 4 = 1. On l’étend à toutes les valeurs 
entières de # au moyen de la relation de récurrence 


eS 
gl) — Gy t à Cm gén) 
ue [2(u —æ)[ £ (u — æ)" nm 


CA 


que nous allons démontrer. A l’aide de la formule de Mehler (48), on 
trouve pour G” l’expression 


ni Tu? Ras i(ax + bu > n 
Gi) (a, w) 2 anh ior. ERE cop 


2% 7! 


d’où, en ee se a+ b= 112 et ensuite n Ÿr — 3 —C: 


: pone pane ve Bag eae 
Fifa) D Gilat Ps em) c'e, 
onyirs Vu: ; 


c’est-à-dire à cause de la formule de Mehler (48) 


2?59— 92% uz + urs? 


oP ree Cu 
(=) 
VxVi— 2 2VI—% 


Ainsi F,,, (z) est liéala fonction ®, (z) génératrice de la suite 6° (a, u) 
et, en remplaçant & par # + 1 et en développant le polynome d’ Hermite, 
ona 


ue Sey Carte) | Vis |” 
Frs) = ®;(2)[2(u — x) | D a a 


TÈ==0 


ou encore 


F2 (5) = > Ckm De» (2) [ 2 (2 ve x) Mgrs: 


m0 


En comparant les coefficients de z” dans les deux membres, on trouve 
la relation de récurrence annoncée 


[= 
+ | 
Gi (a, w) = D Cm 2(u — dim ofa, te), 


m=0 
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où Cum (mn +1). (k—2m+ 2) =(—2)".P (4+ 2). Résolue par 
rapport à o%'(a, u) elle nous donne, vu que ¢, =1, 


bei 
‘ 2 
Glk+1) Cim ol a u) 
(k) a |e ee ad > ÉD aies ha be fe 
(70) On (æ, u) [2(u— a) | [2(u— x) }” 


Supposons maintenant que (6g) soit établie pourk=1,2,...,k)—1 
et vérifions à l'aide de (70) qu’alors elle est exacte aussi pour k= &,. 
On trouve, vu (67) 


<="| 


HCG nye OMe ee ees 
Pee 4 oa 2 [ju—2|Vn|” 


mai 


ce qui suffit pour la vérification, car on suppose |[u—x|ÿn2>1. Or, on 
a vu que (69) est vraie pour =o et k=1. Donc elle est établie pour 


toutes les valeurs entières de k—E(#)20, si [u—x|.ÿn2>r. Si l’on 
a |a —u|/nX<1 elle est aussi exacte, car de l'inégalité 


et + 
(0) = tant 
(68) owl a. Do) 


on déduit d’abord pour à quelconque positif 


|u—x| 


m x? +u? 
™ 5 e 2 
al?)(a, u)=Ÿ AGA ait (x, w) =O] ———_ nb |, 
0 


vu que 


™~ 


nm 
> > n° 
O—1)—— A(0 
DAME A Fey 
0 


et ensuite pour [x — w| ÿn<r : 


a+ u? Si 
5 2 /nd % CET Mes a 
ol) (ax, 0] query | of: gs | 


| uw — æ|è+1 ju —a|o+4 


On constate ainsi avec quelle facilité on établit l'inégalité fondamen- 
tale (61) pour à —K(5). 
La formule approchée pour la moyenne S\°) (a, w) se laisse déduire 
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de celle de Fejér pour L# (a) à l’aide de la formule (60). On obtient 
ainsi 


dz 
s? ©? > 
ie = 2 iS 
Vr (x, u)— 2 ane Vn 


\d |a+1 Vz 


fi | cos(ais [Vn)+ 0 (el | 


c’est-à-dire, vu que |d|./2 =|u — æ| et|s| V2 —|u+x|, pour u et x 
finis : 


wt u? 
(7 SP(z, y= EE) > 


> 
(9) 
2 


ns ob) 


Se eae [cost cn +æz)Von]+ of) ; 


2(27) 


On peut maintenant facilement établir que les majorantes de Lebesgue 
o!°) (av) de tout ordre positif à sont bornées dans leur ensemble. 
Ona 


+ © : —eyn æ—E m+E evn mo 
de)= f ee | SU, u)| du =f +f + f Fl: +f : 
— — © —eyñn L—E E+E In 


ey 
L’inégalité (64) applicable pour |u|>e\/n prouve immédiatement 
que l’on a, pour n> 2, | 
—eyn ses —eVn ae ua 
UE e-tSi(a, uw) |de=O iE: eee) Aik.) == O0 (x), 
et de même pour l’intégrale étendue de e ÿn à x. 
Dans les intervalles(— eyn,æ—e)et(æ+e, evn) nous pouvons 
appliquer l'inégalité (62) et prouver ainsi que la deuxième et la qua- 
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trième intégrales sont également o(#); par exemple 
evn evn 2% 4e 
if e180, w) [du = 0 (EE =f e au) =0(n BEC 
THE eù+1 Vnè e+e 
Ainsi 
THE 
pl?) (aw, u)—o(1) +f e-""| SP) (a, u) | du. + 
LT—E 
Il serait facile maintenant de donner une expression approchée 
de p'?)(a, u), la question étant ramenée à l'étude de l'intégrale dans 


l'intervalle | — u|<e, où € est aussi petit que l’on veut. Il nous suffit 
de montrer que cette intégrale est O(1). En effet, l'inégalité (29) 


pour H,(æ) 
H,(x) =O Fe sl) 


prouve que 


> ue | . se n 
x? + u? 
. (am mi) ‘om m!){ == 1 
SACS DIE rate ee -O > ; 
m=0 0 vm a 3 
c’est-a-dire 
a+ ut 
(92) SM (a2, u)=e ? O(Vn). 
Par conséquent 
aa a+ À 
n va 
| SÈ (x, u)| du —O va f dut y= OG). 
pees sige 
x NE xX VE 


Quant à l'intervalle (a+ atone ) l'inégalité (62) permet de 


conclure ainsi: 


x L+E v'+ € 
À du 
e#|S (x, u)|du—0| — if ep der bY 
f | | v ( )| u | ur (u | O (1), 


2 
fe 


vn Vn 


ce qui achève la preuve du fait que (x) <R(3), où la constante R ne 
dépend que de 6,4 > 0. 
Il est important de montrer que, pour 2—0, les majorantes de 
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Lebesgue 9, ne sont plus bornées et que l’on a notamment pour r > x 
pe (æ)= + log(n +1) + O (1). 

Décomposons ¢/"’(x) en sept termes 


+ 
ple? (a) = cbs et" | SP (a, du 


en VE éyn 
= || ee es maf + +f ee 
7e —eVn 28 Fee evn 
vin = 


On montre immédiatement, en s’appuyant sur les inégalités (68) 
el G72). 


eee pF 
(Of, me is 
(68) Sie. pole) 


(72) (2, u)=0(e + yin) 
que le premier et le septieme termes sont o(1), tandis que ceux 
deuxième, quatrième et sixième sont O (1) de façon que 


eee 


Van 
pi (æ)=0 (D + f Ee 0K DE 


ga 
he 


Pour évaluer les termes qui restent, nous employons la formule 
approchée (71) avec à = 0: 


nt 4 us 
cre nu z)Von a aes : 
oa eee Cera 


On a, pour l'intervalle (x + ee w+ é ) par exemple 


27 


sÈ THE i ; s mabe dt. 
7) eS) (ar, widu=s [ | sin(e yan) | {1+ O(t)} + 00) 
T T 


LH —— = 
V2n ge 


.EVèn d 
=; f sine + O()=2 af ou 


= f. made O (1) = 5 logr, + O(: ), 


0 


AE AN PET Tr ES ET 
ve oe ST ee a - 
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où r,—E (= Van) De méme pour /, et enfin 


pi (a) = À log (yan) + O(1) =< logn + O(1). 


IV. — Sommation de la série d Hermite par les moyennes der ae 


La moyenne arithmétique f(x) des sommes partielles 4 déve- 
loppement 


~ ae Hate) ae 
(2) TE) Dic ge ‘ L fe f(u) H,(u) du 
s’exprime à l’aide de celle S(æx, w) de la série-noyau 
= fè(e)= fe“ SP(w, u) flu) du. 


Décomposons l'intervalle (— 2, «) en six intervalles 


— A æ—E pe T+E A # ¢ 
eh +f +f +f + f +f =e 
— © — À æ—E€ Oe e+e A Fa 


L’inégalité (65) du paragraphe 3 fait voir que l’on a 


=o] fo FFC) | 1.=0| f MO Sa 


ce qui prouve que J, et J, peuvent être rendues aussi petites que l’on 
veut en valeur absolue, si l’on suppose l’existence des deux inté- 
grales suivantes : 


= + ; du _ du 
(8) ae e PO Tes <G et J e | f{u) | re 


En supposant cette condition remplie, on peut choisir un nombre A, 
suffisamment grand pour avoir quelque petit que soit n donné d'avance 


IS |<n et lSs]<n (A2>A,). 


Ensuite l’inégalité (62) du paragraphe 3 permet d’écrire 


10 bee = |f(u) | du ms ARES 
+ AN ed+1 4/6 Vnb 
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et de même pour J,. On en déduit pour à > 0 


Inn Jp him 5== 0 (0 >0) 
et cela quelque petit que soit e fixe et quelque grand que soit A fixe. 
Supposons maintenant l’existence des deux nombres /(a#—o) 
et f(æ+o). Ona 


reo) f ew SP (a, u) du 
sf 1 fu) — fe — 0) |e 1822, u)|du. 


x 


Soit 8 = B(a, €) la borne supérieure de |f(u) — f(æ—o)| dans 
l'intervalle (a — €, a). Vu que 


jp e|SO (a, u)|du < Ele e“|SO (x, u) du = p(x) <R, 
: r—e — D 


où la constante R ne dépend que de à (voir § 3), on trouve : 


= fte—0) f e-# Si) (a, u) du 
pe L—E 
SBR+IJ(@—0)| fe |80(2, w) | du. 


Les inégalités (65) et (62) montrent que l’on a 


CL—eE 
af e-| Si) (a, u)|du 
5 —eyn x—E€ —ey/n — ut i x—E uw 
ode + f —\0 1’ e *du ol e du), 
— 7 —ev/n — © Vnè —eyn 
c'est-à-dire 


eee 
lim e&| Sv, u)|du=o. 


N=%Y_ow 


Quelque petit que soit n donné d’avance, on peut choisir € assez 
petit pour avoir GR < 1. Par conséquent, on trouve 


= fe o) f e-# SÈ (>, u) du| <n +0(1), 
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ce qui prouve que l’on a 


lim J,=— f(æ — 0) lim if e~ S19) (av, u) du. 


n= Re ne 


Le même raisonnement montre que 


lim J,= f (x +0) lim JE e"SË (x, u) du 


n= 
et pour achever la sommation il ne reste qu’à prouver le lemme sui- 


vant : 


Lemme. — Pour x fixe, on a 


we a 
: , I 
lim { EFS 0)'(a 5). du = hm jp sa ged EH Ve at 
— 9 x 


nrn=n nZ D 


On pourrait démontrer le lemme à l’aide des inégalités (42), (43) et 
de la formule approchée (39), mais il est plus simple d’étudier la 
fonction génératrice des quantités 

elk CA ey eee 
On trouve 
Dr a =f. ae (=a) Sd se 
- a Vx Vi— 3? 
ee pa . : ates, rs 
te ee (1—s) Vn Soa Ae 


La fonction J(z) admet deux points singuliers 3 =1 et z =—1, et 
J(s) se présente pour 3 -> + 1 comme 


Sop tea O(Vr= a) (3—1) 
et 


1+2)| (3—— 1). 
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Donc on a pour /, la formule approchée suivante : 


gen 


: I æ (à (-§) I 
ae aes IAN, 2 ——— Ss n I, 2 2 a 
PE 3 + A Ye (= hy V2") + 0) 
ae 2 4/2 sine van + =) +0() 
TN LR 
Quant à 


: 
[Sex 2) du, 
x 


elle est égale à 1—7,, car d’après l’orthogonalité de polynomes 
d’Hermite, on a 


a - Hy (2) gty 
ik Cae SOC ET) du “=> ee Cal Ts (er raw a1 


oe ; am m!VT Som 


Pour à > o on aa fortiori 


we 4 2 
Les É S . > I 
lim f Cae Se) (a) au = lim 7 eo (2, ay a = = 
4 ‘ 


N=BOi/_ n—= © 


et le théorème suivant se trouve être démontré : 


THÉORÈME I]. — Partout à l’intérieur de l'intervalle (— «, ©) le déve- 
loppement d’Hermite d'une fonction f(x), intégrable (L) dans tout 
intervalle fini, est sommable (C, 2) avec la somme 


= f(æ — 0) + f(æ + 0)1, 


l'indice de sommabilité 3 > o étant déterminé par l'allure de f(x) à 
l'infini. La condition suffisante de sommabilité (C, 0) est Vintégrabilité 
du produit 


Le [8+ oF | f(x) | 


dans les intervalles infinis (— 2, — a), (a, ©), le nombre a étant aussi 
grand qu'on veut mais fixe. 


Observons que la condition sous-entendue de l’existence de f(æ,+ 0) 
et f(a, — 0) au pointa=a, où l’on étudie la sommabilité de la série 
d’Hermite, peut être facilement élargie et remplacée par celle de la 
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continuité en moyenne (mean continuity) d’un certain ordre positif © 
au point 2 = 2» c’est-à-dire de l’existence de la limite 


lim 9 (¢) = lim». t-® Une — u)®1,du (® > 0) 
i= 1=0 ; 
où 9,(u) = f(a +u) — 25 + f(x, + u). Par analogie avec la série 
trigonométrique de Fourier, à laquelle la série d'Hermite est équi- 
‘ convergente sous certaines conditions concernant l'allure de la 
fonction développée à l'infini, on doit s'attendre à ceci que l'hypo- 
thèse o,,(¢) = o(1) pour to ne peut assurer la sommabilité (C, 0) 
de la série d’Hermite avec la somme s que d’ordre à supérieur à w, 
6 > vw. De même la condition de Lebesgue 


h 
(1) = f | 9)(¢)|.dt=o(h) (ho) 
et celles analogues du méme type 


Se yee ah) (A 0) 

doivent assurer la sommabilité (C, 3) de la série d’Hermite au 
point æ = x, d'ordres à > o et à > «w respectivement. A ce point de 
vue le résultat de M. Korous, qui a prouvé en 1928 que l’hypo- 
thèse ©, (h) = o(h)assure la sommabilité (C, 1) de la série d’Hermite, 
correspond à celui obtenu en 1905 par M. Lebesgue pour les 
séries trigonométriques. Il est hors de doute que l'hypothèse de 
Korous ®,(/) = o(h) assure non seulement (C, 1) mais aussi (GC, à > o) 
de la série d’Hermite pour toute valeur positive de à > 0. Il serait 
intéressant de prouver ce fait. 

Au point de vue qui nous occupe dans ce travail le résultat de 
Korous est loin d’être satisfaisant, car quant à l'allure de f(a) à 
l'infini son énoncé exige l’intégrabilité du produit e *.|f(æ)!. Or, 
on vieni de voir qu'il suffit de supposer l'intégrabilité du pro- 
duit æ*.e *.|/(æ)] dans les intervalles (— æ, — a) et (a, ©) pour 
assurer la sommabilité (G, 1) de la série d’Hermite. 

On voit aussi que la sommabilité (C, 2) par les moyennes d'ordre 
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positif > o est plus naturelle que la convergence, car pour la pre- 
mière il suffit de supposer l’intégrabilité de la fonction déve- 
loppée f(x) dans tout intervalle fini, tandis que la convergence n’a 
lieu qu’exceptionnellement quand certaines conditions suffisantes de 
convergence sont remplies au voisinage de la valeur considérée de la 
variable a. En outre, les conditions à l'infini sont moins larges s’il 
s’agit d'assurer la convergence et elles s’élargissent de plus en plus 
quand l’ordre à des moyennes employées pour sommer la série (2) 
croît. Ainsi, si l’on a par exemple 


(73) ee) 


le développement (2) de f(x) est sommable (C, 8) pour tout à positif. 
En général la condition 


x? 


(74) fæ)=olieprer) (ele) 


assure la sommabilité (C, à) pour à > «. | 
Pour mieux préciser l’importance de l’allure de f(x) à l'infini et 
son influence sur la sommabilité (C, à) du développement (2), nous 
allons montrer sur un exemple particulier l’existence de fonctions 
continues dans tout intervalle fini et même monotones, dont les 
développements (2) ne sont sommables (C, à) pour aucune valeur 


de x, l’ordre à des moyennes étant non supérieur à à,, où à, peut être 


a? 


0] 


aussi grand qu’on veut. Considérons à cet effet la fonction æ°”e* et 
son développement 


2 


(75) ame © D am (z), 
0 


où m—E(m)20 et, comme d'habitude, 


u? 
I 


A — f wre > H,(u) du. 
Nall a Gare 


Pour démontrer la non-sommabilité (C, à) de la série (75) tant 
que 0<m — =) nous allons évaluer l’ordre de grandeur de son terme 


général u, = d," H,(x) pour une valeur finie de x. Formons à cet effet 
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la fonction génératrice 
wig? — 20s + u?3? 
MN AGEN 


oo + Ae ER 

n \ 2 2 

I m(8) =>, ats Hp, (2) pas || “ie Se 
0 rn 


Vie ‘ 


A 
u? 1 


> TT z? 9 LUZ 
15 NN PE ee ME 
e 3 ee 
= ff Cy ee A. TAT LI 
TVI— 2 J_,, 


Or, la formule (48) de Mehler donne 


Fa = 7 92323 D i +il dvs yo 
bie] PL En ee mals 69e NN LE 
nl — ] — re * 
1 — 5! 2 VT > 


La substitution u ÿ2 ¥1-+ 5? = — ty — = transforme l'expression 
de Pe) en 
Ame — 52\m ats? ee i 
Pais) ae LT Han (7e 2), 


7 
2 m+ 


(1 + 8?) 


Vi— st 


ce qui permet d'écrire la formule approchée du terme général de (75) 
qui est le coefficient de 3" dans F,. (3). 

Le second membre a deux points singuliers 3 = + x et, en dévelop- 
pant H,,, on constate que son premier terme fournit les parties prin- 
cipales de F,(3) au voisinage de ses points singuliers, On peut 
d’ailleurs exprimer le terme général wy, (ceux impairs w,,,, étant 
absents) à l'aide du polynome L®(x?), et cette expression approchée 
nous fera connaître son ordre de grandeur. 


Vu que 
— TL PA SRE 
Il (ie V2 =S 2m!(—1)" / oe Vane 
277 a ae eee ne ———__—_—__—_—_— - 5 
\VI— 3 mm klam— ak! \Vr—s! 
on trouve 
2° 3° 
: 1 net m | NA 
Fh(z) = 2 T3 (xz yee PR Se cece 3 gree AU RCE) kind - 
2m+ = Kk'am—2#kl \8a?3? 
(1 + z°) F k= 0 


d’où l'expression approchée de w,, à l’aide de la partie principale 
de F,,(z) au voisinage des — +5, 


p2 22 
m 2° Z 


ee a ee 
Fin(z) ~ 2 “(— any EL, tty € 
4x? 


k!om—2k! i 2m —k+ > 
: (+ 2?) 
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car on a évidemment 


ne = 


Pa 


en. = = ene Aie 


0 


On trouve ainsi la formule approchée 


me 


2 + > om! k_(om—k—4 
ul) (=r) a arn't (Nr) as, 
2K. 


Ram a? 


La formule approchée de Fejér (26) donne 


: es TT 
a =. Ctrl sin (aan ~ 42) 
Usn(&)—=(—1)" nr re my /2 > Es A Go Nee ee 


lam— 2k} hk Vink 


On constate ainsi que la condition nécessaire w,,== o(n?) de la som- 
BST # \ L a 1 I i .: # er 
mabilité (C, 3) n’est pas vérifiée pour 2m — =» donc la série étudiée 


4 


n’est nulle part sommable (c, Dém—?). Cette condition est satis- 


. . I » I 
faite sid >m — 7 et, en effet, la série est sommable (c, Tee *): 
Pour le voir, il te e former la fonction génératrice de la suite de 
ses sigma-sommes o”. C’est la fonction 


: 
= < F3) 
Do me ©. 


0 


Elle a trois points singuliers, sa partie principale au voisinage de 
g==1 étant 


1 1! a2 = 5 
RCAC aS =e Es Pt Aiea 2 e? (1 — Da a ee CR 
QG — 3)5+1 Gi ayer 
Quant aux points singuliers s==-+ 7 la contribution qu'ils apportent 


dans la formule approchée pour o” ne diffère de celle que nous 
‘venons de calculer pour w,(æ) que par le facteur nouveau 
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provenant de (1 —3)~**"’. On obtient ainsi, n’écrivant que le premier — 
terme de l’expression provenant des points s= +1, 


Fa 


= x Pe x 2 4 = m— = in nae I 
cl (a) ~ AM gm e*? + (—1)"e* “sin(aaV/n)n La * cos Z us) 
T 


d’où : 


iP: 
(8) Te N+ — GATE 
ta VAR Ve e? Tr) aie aad Las a eos i. 


Ô—m+ > 4 
n 


a 


: 5 Sur I : 

On constate que lims = x?"e*, si à > m — —, mais les moyennes 
n= 2 

oscillent indéfiniment entre deux bornes finies pour ¢=m— = 


I 
quand n >, et entre — oo et +c pour ¢<m— =: Comparons ce 
= 
résultat avec le théorème général qui n’assure pour f(æ)=2*"e* la 
sommabilité (C, ¢) que pour à > m, tandis que la série est partout 


sommable déjà pour à > m— ~. Ce décalage s’explique par le fait que 


la fonction particulière développée est monotone. Il est aisé en effet 
de construire des fonctions continues partout et vérifiant les condi- 


tions f(æ)—= 0 (ae: =) bal + æ, dont les développements (2) sont 
non sommables (C, à) pour à < « et cela pour toutes les valeurs posi- 
tives de a. 


Commencons par i kao — - pot 
cons par le cas le plus simple qui correspond à « = = pour 


mieux préciser l’idée directrice. Vu que H,,., (o)— 0, on a pouru=o 


x?z? 


= aon! ir VrVi— zs? 
d'où, en remplaçant d’abord 3? par s et en multipliant ensuite 
pari—set Vz, 
(—1)"Hyp(z)  - 


LR PAR ie “VI— 6, 
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car n! H,,(0) =(—1)"2n!. On en tire la relation 
he Wink (Be Hen es (vy ate nT LO? (at), 


La formule approchée de Fejér-Perron donne 


poe Gr a *[ co (a Un + 5) +0(=-)I, 


Vr° Vn 
d’où l'inégalité 


An Hep -9(@) + Hen(a2) : 
Sai Z26( tele i? 


valable quel que soit |æ| dans (0, +) grace à notre inégalité fondamen- 
tale (27). D'ailleurs le raisonnement de Perron permet d’affirmer sa 
validité pour |x|—0o (Vn) sans recourir à (27). Ceci posé, observons 
que chacun des termes de cette somme 


An Hon» (2) ee Hn (2) 
2”? T(n) peel (76) 


pris séparément est de l’ordre de O( V7) et c’est leur réunion ensemble 
qui fait baisser cet ordre de grandeur jusqu’à O(1), x étant supposé 
fini. Définissons maintenant la fonction F,(x) par la série uniformé- 


ment et absolument convergente suivante 


(76) Bee = < 1 2.0! Hn» (%) + Hn (2) 
; =o 


2 
VI Crée mr (snt) 
2 


On a évidemment pour |æ|— 2 


F )=0( Siret )=olleie): 


n=2 / 


= 


9 I 
donc son développement (2) est partout sommable (c, o> =) avec la 
somme F(x), car cette fonction est continue. Or, il est aisé de prouver 


que ce développement, qui n’est autre que la série (76) écrite sans 


ees Pe Gar Pon te EN es ae f 
_ - Brouper ses termes | 
De À fe a eS k SERA: 5 ++ 
Nr 2 ert TT Pe ee ee ER ; AN 

D DE ESS Save ee De H, (x) Pe | sage c) ie 
Spon Soptes teeters F,( | im eae od ee ey : * 


Jet a 


a, 


Ds ST ay eke M 3 Se LEE ONE 
n'est pas sommable (C, 4), si à< ;; quel que soitæ. 


= CARS “on Git eka: 2: NT a Le CRE OR x 
2 En effet, le (n!)*™* terme est de l’ordre He eee 
‘ ee . fe ie 4 : i + nS ¥ à Fes ¥ a . i su i ne LS Ÿ + ? 
wis Cas , ‘+ = “as ; AE Que Ty Tae = ere LME ee ; 
ay Le Van Wek as Es) x 


c'est-à-dire de l’ordre de | ae 


d , ¢ ao ae è d'- DE =a > 
ne pe + ARS ER ee ve D AC 
DE eV (nl te Varnin! \/ Rat Glee, “iy ei 
L 2 1 * ’ d : i : n! n! | | T n 5 a non ; ; à 
ne" Je. : =n F gs. = —= , bf à : ’ 
So a. RP ee 8 JAN 05 a n!) CUT wert : Ree ee a ae 3 
| Par conséquent la condition nécessaire de sommabilité (C, ©) 


üm=0[(n!}] 


PRE n’est satisfaite qu’à partir de = . et la série étudiée n’est nulle part a 


2 MM 
~ 


AE ae a ; i 
sommable (c, D < ): QUE à 
Passons maintenant au cas général « © o quelconque. Formons la 
fonction 


(77) Feo =D kay EC le) (0S Oa Seat a 


jis! : 
La série (77) converge partout absolument et uniformément, car la 4 
formule approchée de Perron valable pour |a|<o(Vn) prouve que 
lJona x 
4 ; ï ! 9 pigs at 
acolo 


Don La fonction F,(æ) satisfait aux conditions du théorème général 
he: pour 2 > x, done son développement formel (2) est partout som- 
. mable (C, 254). Pour l'écrire il suffit de remplacer dans chaque 
Ay terme de la série (77) le polynome de Laguerre par son expression en 
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polynomes d’Hermite. L'identité 


DRE = ae = (1 — 2) cee, 
ae Any 
a 9 (—1)" Ha, 
Aiea SS oe 


donne cette expression 


abs (a+ AS _S = ere Hon (ay, 


(aa) 2% min —m! 


d’où le développement de F, (2) en série d’Hermite 


} ! 
Cy (a) Fg Cnt! = m— 24) Hin(2) 
fe > ; TOC ET TENCIET ET 


aa 


ae 1) ym og 
nes, Re 
SS 22 7n | Hom (2) 


avec 


rs 


>) T(n! —m— 2a) Gee 
ie FAT Glen 3) Din) 
n>m 


Pour prouver la non-sommabilité (C, << x) de ce développement, 
considérons l’ordre de grandeur du 2(/!)*™* terme dont le coeffi- 
cient est c% avec m= tk! 


UN i 1d AR A ME ce) a feast pal 
a => [T(— 2a)T(n! —k! +1) = ce nr? 


n=kK Rak 


wr 


Pour £-> on constate facilement que c’est le premier terme du 
second membre qui est de beaucoup supérieur à la somme de tous les 


autres, donc d’après (38) 


1 wy 


Ce Hate). CG) (ty 
MN 7 y 


superposition des deux procédés (C, 6) et (E, Æ), en posant 0 = ak, 


> 


ee =0 ne a = a 


x 


é a pie 
si ila condition. y : Ri TSE RTS fetter % oe se 


+ 


est suffisante pour la sommuabilité (Cod) 
Ayant ainsi précisé la portée du théorème al démontré dans oa 
ce paragraphe, complétons ce résultat par l'étude succincte de la RE 


Au paragraphe 2 on a vu que la fonction génératrice des moyennes ; 
(PG ; k , x i 
d’Euler de la série-noyau d’ordre quelconque 4, &,”, est égale à “à 
= Vstu+a - = ff x] af Meee 154 “a 
A) eX! —s +205) enor LF : “J 
0 = Dee ga : = + ———. : ae 

Vr V1—2(1 — 26) (1— 3)? a 
: : 

En leur appliquant le procédé (C, 2), on en enact la fonction géné- 4 me. 
ratrice des sigma-sommes &'")a"” qui est égale au quotient de W.(s) “3 
par (1-- 3)’. Pat conséquent, en répétant le raisonnement du para- ES 
graphe 2, ces sigma-sommes sont représentées par la formule appro- a 


chée suivante : - 


: : oe ya es ) 
(78) ER oz, u)=e * Ver à E (u—a)| {r+ en}. 


Les inégalités fondamentales pour le BRIS de Laguerre nous 
donnent lee pour la moyenne mixte Ss de la série- noyau qui 
par définition est égale à la sigma-somme C8) divisée par A®. Ces 
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CR Re w+) 
GIh) sO (x u) =O et 4 e* 
n ) = (= ee 
j | — ax |o+1 V(ng)e | uw |è+1 Vnè 


\ 


maao (te) V7 (ui) 


ne diffèrent de celles pour &/ que par la présence dans la première 
de |u|? /n° au dénominateur, ce qui permet de démontrer le théorème 
général analogue au théorème II et qui s’énonce ainsi : 


inégalités, pour x fixe, 


et 


Ill. Le développement (2) d’une fonction f(x), intégrable (£) dans 
tout intervalle fini (— a, a) est sommable par l'application du procédé 
d Euler (EK, k) avec un k assez grand aux moyennes arithmétiques 
d'ordre à de la série en question, s’il existe un nombre positif = aussi 
petit que l’on veut mais fixe et tel que les deux intégrales 


pare oS fa a ET du 3 RAA l 
Le GT Hu) tf I 


Cina : 


sortent finies. Plus précisément la condition 


5 : du + $ : du 3 
up e-7"| f(u) | FC et D ie PACE ae (7<7) 


u 


assure la sommabilité de la série d°’ Hermite par le procédé mixte 


(E, #) (C,¢) pour log2.42log re 


En particulier, si l’on a f(æ) =O (e”™ 
la série d'Hermite de f(x) est sommable (E, Æ)(C, ¢), où 


24), |x| 00, avec I< 


x 


kloga2log( =~ ) et o> a: 
ad 


On constate sur l’exemple de la série d’Hermite l'utilité des pro- 
cédés de sommation mixtes tels que (E, #) (C, à) par exemple, ce 
procédé étant équivalent, comme on le sait, à celui (C, ¢)(E, #). 


V. — Phénomène de Gibbs. Théorème de Parseval. 


Comme application de l’étude des moyennes de la série-noyau 
précisons l’allure qu’accuse le phénomène de Gibbs dans le système de 
Ann. Fe. Norm., (3), XLIX. — Jemuer 1932. 25 
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polynomes d’Hermite. On sait qu'il suffit de le connaître pour la 


fonction typique 
G(y)=sign(y —x)r 


égale à +1 pour y >a et à —1 pour y x. Cette fonction cons- 
tante partout dans (—,æ), sauf au point y=, possède dans 
(— æ, ©) une dérivée bien définie et nulle partout, sauf pour y = x. 
La série-noyau, multipliée par 2e “, représente également zéro 
-partout sauf au pointu—x et l’intégrant par rapport à udeæà y2x 
on trouve la série convergente 


2 2 na H (x) y 
(7 DES e“ du +2 > ——— et H, (uw) du 
79) Vr Je 2 ania. n(u) 
2 LO = Pasa ee 
== | e“du+2) ———— je Hn (y) ee" Hi, (z)f. 
\T FA D retail i(¥) n 1 )} 


Pour montrer sa convergence et calculer sa somme, observons que les 
deux intégrales 


(80) df gar Sh oe uy lee Ge Pek le “e-"[S. (x, u) Pdu<G 
U+E y —o 


existent et sont bornées pour n— +, la constante G étant indépen- 
dante de n. Pour démontrer ce lemme, sur lequel Uspensky a basé son 
étude de conditions de convergence, il suffit d'observer que d’une part 


fe MES, phd SMe Hi (æ) foe H?,(u) du 
(on ml Vn) m! Vx) ae m 


— © 


=> Le EL SP (2, 2), 


om mir 
et d'autre part, vu que 


etre | sin?[ (à (u—>x)Von | 
Fen sea (u— ax)? 
2 O(a w) sin[ (uw — x) Von | i o7 (a, u) 


(u— x) Vn n(u— x) |? 


[Sr (x, u)F=— 


- 
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< ee : a ete SUS, a On as 
où PAT, vw) = O(1), o,(x, x) =o et a= O(Vn), 
~~ e+e 
be CE eae Uy | a 
w—eé 


sn 


= Van [ ar + O Je ft Nata Gr) yon) oh 
elas “bite. [u— | 
vn 
2 ts NN Ps 
(i ca) ( igs i. 
1. vn 
ae 
T 


Par conséquent 


we co 2 ‘ae 
dé oa eS (a, uw) du =S9 (x, >) V2", O14), 
2 TT 


+E 
Or, 
= 2 x?2(3—1) Pia 
1—2z 1+s 
Dee nee 
= > 
a s VV ot = BY Ve Were) 
ou 


ste 2e al[s+0(2)] Geta Paey[ o( 2] 


we ato) 


On a ainsi trouvé les inégalités (80), ce qui prouve que les intégrales 


ma 2 
fo ewisinlz wide ee fers, w) lade 
100 Ae 


peuvent étre rendues aussi petites qu’on veut en choisissant A assez 
grand. En effet, l’inégalité de Bouniakovsky, donnée par cet auteur 
en 1861 et connue sous le nom de l'inégalité de Schwarz qui ne l’a 
retrouvée qu’en 1885, permet de conclure : 


fp e-#"/ SU, wlauls [ edu f [SO (a, u) } du, 
Se Sa ; 


ce qui justifie notre assertion. 


nee 2 nr 
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Ceci dit, soit s,(7) la n'" somme partielle de la série (79). On a 
vu au paragraphe 4 que l’on a 
lim gee re Seda (oD ed hae =. 


n= æ 


Par conséquent 


Sy) af e ES (a, u) du x 


x 


A © 
— af e—# $$) (a, u) du — af eS (a, u) du 
Y ri A 
S140) af ew Sy(a, u)du—qu(e), 


ot | g(x) | <4 quelque petit que soil n pourvu que A soit assez grand. 
Dans l'intervalle (y, A) nous appliquons la formule approchée pour 
Sa, u): 


A 
f{ eS (a2, u) du 
" 
naA—x 


| ee cere I À: 


: (y—ax)Vn 


Par conséquent cette intégrale tend vers zéro quand x croît et la 
limite de S,( y) existe. Elle est égale à r, car on peut prendre 7 aussi 
petit qu’on veut. De même, on établit pour y << a que limS, (y) est 
égale à — 1. Ainsi = 


y ® 
sign (y — 2) = =e e— du + 2 Oy Hn(#) Hn-1 Ur) Ha 0 ) 
VT x fol on Ve 
£ ar n!Vr 
. n=i 
‘ car la série 


as ezt qu + es H,(x) Hi (x) rt 
VTT 0 on! VT / 


est convergente, comme on le voit à l’aide de la formule approchée 
pour H,(æ). 


Il est facile de voir que sa somme +(+) est nulle. Posons 
(x) EDS H, (x) HE; (æ) : 


: arn! VT 
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Grace aux relations 
MH, (a2) == or Hye, (x) = Hae, ( 2) + 20H, (2x), 


on a, en posant 


=2,(2), 


D HH, (x) ete) 
am m!Vr 


m1 


an(z)=— a aaa ACP D ue Ar Er ie 


gm-l 43€ ! fas gm ! = 

i 7m I VT Poe 2 Vr 
c'est-à-dire 

CU) et 


mu 


Con eas 


d’où vu que o,,(0) = 0, car H,,,,(0) =0: 


wv a D / 14 Es 
I : ; © Heer" ax “orn! 
— e— du + o, = | ee ze == 0 ip EN Ma ve Le = 0{ 2). 
VT ela UT o 2n!VrVn Vn 


Par conséquent 


d ; 
gle" eala) = 


dx 


e— a(a2) =him|[on(x2)e—" | = — — ey au. 
n=» VT 0 


Il reste par conséquent 
(81) sign (y — x) — =f e“du+o at H, (x) He 07) . 
VT Jo arnt 


a= 


Supposons, pour fixer les idées, y >a et étudions la borne 
supérieure de s,(7,), quand y, > x pour 7 — o. Posons 
6 


Jn=L + —— (6 >0), 
\V2n 


6 étant une constante positive. On a 
YE 


Sin == af eS (a, u) du — af es (TAu)Au—Dr, 
a 8 


LH —— 
{2 


ou le reste »,, intégrale étendue de æ + € à æ, est d’après ce qui 
précède aussi petit qu'on veut en valeur absolue pourvu que 7 soit 
assez grand, 9, = o(1). 


Ainsi 
Sn(Yn)=1+0(1)—92R;+0(1), 
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ou 


€ 
i J emt SM (2, ea.) du 
8 


V2n 
ae Ne sin(uyan) 4 aa) 
tJ. u uVn 
LE x 
à = : i. 
2 =f [1+ 0(u) PENI") au 4-0 (OR 
T By u Vn : 
Ven 


= sf Feder 0@ +0(°#). 
TJg  u Vn 


En choisissant € assez petit on rend le terme O(e) négligeable et 
par conséquent lim R, existe et est égale au premier terme du second 


n= © 
membre, ce qui donne 
8 


3 B 2 (* sinu 2 sin & 
ETS RU RE = du. 
n= © Van T 8 u Ts u 


On voit que le phénoméne de Gibbs pour les sommes partielles 
existe et qu'il est identique au même phénomène dans le système 
trigonométrique, la longueur du « segment de Gibbs » J, étant donnée 


par 8 =", 
Qa STINT 2 * sinu 
== 2 f du—? | du = 0,1788°. .. 
- vis T +l : 


0 


Evidemment, on a aussi 


3 8. oS sii 
Bis ae eae lay CSE Fe ed — du. 
= . TT u 
n= Van 8 


Considérons maintenant la fonction continue 


Os (Eye Ae TA) 


sign(y — x), 


en supposant que D = f(æ + o) — f(a — 0) oet que la série (2) 
de f(y) converge au point y = x. Il en est de même alors pour la 


Joe ANT D? d 
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série de o(y) et sa somme partielle 


es) (RM (2) 


tend pour n > vers la valeur SAN AA ae Eee de la 


fonction continue (y) pour y = +. Par conséquent 


in(w+ a) = IEC 0 + Gao =) en 


2n 


c'est-à-dire, vu que 


et c’est en ceci que consiste le phénomene de Gibbs pour la fonction 
discontinue f(a), tant qu’on se limite aux sommes partielles /,(y) 
de sa série (2). 

Passons maintenant à l’allure qu’accuse ce phénomène pour les 
moyennes arithmétiques S® de la série typique (81). On a pour 


TLYLT+HE, E Do, 


© T+E : 
SP (y)= a f. e—“ $9) (x, u) du — af eV SO) (zx, u) du 
x Af 
~ peje Ue 
af Pere SCT RU) du: 
“e+e 
Vu que 
Bee ASS. 
limes OS! Cru} O 


n= © 


pour |u—x|>e uniformément quel que soit l'intervalle de variation 
de u, ona 


= 
lim i et SO (x, u) du 
T+E 


i= © 


z+0(Vn) _ wt - ® ae 
=tin|(o f e ? du =) +0(f e ae 
n= © THE go+1 Vnÿ LOT) 


= O0, 
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par conséquent 


RÔ — a VA / 
: a OT I 
— (x + 12) sn(uvan— =) +0(—-) : 
RE ee) oy da 


So(y)s1= 2 Ri) + o(1), 


2 


as 8 uè+1 6+! 
cA x 
V2n 
T( +1) ha\o € sin(u on — =) 
im (5) 1 SO) ee eee we du 
Van ‘ 
2 du I 
#0 SR ne EE 
è 
a ie u cs (7) 
ES Je sin u — =) du ’ ; 
Des bad ere A 


Sarak se sn(u— F) a a 
= c ony ——_—— +0 ip seas ) 0 
u ep Se Vn 


à ev?n 
#20 +1) 6* sinu du 
ER (e +T) Vine Vn 
2 2 


ce qui prouve que pour à > 0, ona 


im (a+ = lim Rô— 1 — 27 TO +1) 2 sin u du 
n= Van A= © T On +1? 
“2 (u 4+ =) 
2 


c'est-à-dire, pour B = s(i+ :) : 


lim [+ Rs Cum). A re Es LE à ars cat +0) “eg eda Se BS 
aon eee di 
u ul +3)] 


n= © 
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Le segment / (5) de Gibbs est égal à 
a+èT (1 + 0 sinu du. 
COTE RL Er CRM EE (220). 


a Se erat 


Il est très probable que I’ expression de LE ) que nous avons établie 
pour 820 reste valable aussi pour — 1 à <o et il serait intéressant 


de le vérifier. On constate que le phénomène de Gibbs subsiste 


quelque grand que soit ¢>>0, car {(è) Lo et cette particularité 
de l’allure de ce phénomène est caractéristique pour le système 
orthogonal de polynomes d’Hermite. En effet, pour tous les autres 


systèmes orthogonaux étudiés à ce point de vue jusqu'à présent, 


le phénomène He Gibbs s’éteint progressivement quand à croît et 
disparaît à partir d’une valeur ¢ — à,, différente dans les systèmes 
différents, mais finie, car /(2) =o pour ô2>5,. 

Dans le cas du système trigonométrique par exemple Fejèr a 
prouvé que à, < 1 et les recherches de Cramer et de Lyons ont établi 
que 0, —0, 4, .... Pour le système ultrasphérique nous avons 


démontré l'inégalité 0, <'2A +1, où À est le paramètre du système. 
# ; x : eel 
En particulier, pour le système de polynomes de Legendre on a A = - 


et 6,< 2. Pour les polynomes d’Hermite /(¢) diminue rapidement 
quand à croit — ce qui est important au point de vue d’applications 
pratiques du développement (2) — mais il ne s’annule jamais. 
Pour à > « on a la formule approchée 


rae —u d Tt 
l(d)~ Va a) ib e sin =" tee nt 


Pour à = 8 par exemple on a /(8)<0,000008. 

Ce caractère du phénomène de Gibbs s'explique par le fait que les 
moyennes de la série-noyau de tout ordre à changent de signe un 
nombre infini de fois pour une valeur fixe de x quand n augmente 
indéfiniment, tandis que dans les autres systèmes orthogonaux elles 
deviennent en règle générale non-négatives quel que soit na partir 
d’une valeur suffisamment grande de 5. Ainsi, les oscillations de la 
suite de sommes partielles S/ (x, u) de la série-noyau autour du zéro 
| Ann. Éc. Norm., (3), XLIX. — JurLLET 1932. 26. 
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ne peuvent pas être rendues unilatérales par l'emploi des moyennes 
arithmétiques et ceci entraine le fait que (3) Ao quel que soit 6. 
Comme une autre application de moyennes nous allons donner 
la preuve du théorème de Parseval. Ce théorème concerne deux 
fonctions f(x) et g(x) denies dans (—, oo) et qui y sont à carrés 
intégrables avec le poids e-", c’est-à-dire on suppose l'existence des 


deux intégrales finies 
+ 
fe 22) e—* dx et . g(æ)e—" dx. 


Cette hypothèse entraine évidemment (à l'aide de l'inégalité de 
Bouniakowsky) l'existence de l'intégrale du produit e*.f(u).g(u) 
et Parseval a démontré (dans le cas du système trigonométrique) que 
cette intégrale s’exprime à l’aide de coefficients de Fourier /, et g,. 

Dans le système considéré on a la série infinie suivante : 


(82) [er glu) du Sa 


où 


f(x) = ot = se) [> «Le 


Van n!VT ne 


c'est-à-dire /, et g, sont les coefficients de Fourier dans le système 
orthogonal norme. Pour démontrer le théorème de Parseval (82), 
il suffit de le faire dans le cas particulier g(a) = f(a). En effet, sup- 
. posons établie la relation 


(83) [end pa. 


En l’appliquant à la fonction f(x) + g(x), dont les coefficients de 
Fourier sont évidemment /, + 8n, On trouve 


+ 0 + 00 + © 
f ee fi(uydu + a f eo" flu) g(u) du + fe" g*(w) du 


— 2 


=D) (f+ 2 fngu+ 82), 


0 
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d'où (82). Le théorème de Parseval dans le système de polynomes 
d'Hermite a été démontré pour la première fois par Weyl en 1909. 
Pour prouver (83) nous allons étudier la série figurant dans le second 
membre, prouver sa convergence et calculer sa somme. Vu que 


= A amie his e— f(u) H,(u) du, 
a’ nivnv—-@# 
on peut écrire 
1 sus Ha(u) H;(v) 
fff fu foyer A du ds, 


et l'on voit apparaitre sous le signe de somme double le terme 
général de la série-noyau. Par conséquent, la somme partielle s, de la 
série étudiée s'exprime à l’aide de SŸ (x, w) ainsi 


afer fit..+fiaf—f flu)fo)er soe, u) dude. 


Tous les termes de la série sont positifs. Par conséquent elle n'est 
sommable (C, à) que si elle converge et inversement : pour prouver 
sa BN il suffit de la sommer (C, > 0). La moyenne 
d’ordre à > 0, 5”, est égale à 


aff fuser" Siw, 0) dude. 


Traçons maintenant dans le plan Ouge le cercle C de centre origine 


Fig. 2. 


et de rayon égal à e Vn, ainsi que les deux cordes AB et CD paralléles 
à la bissectrice u = ¢ et situées de part et d’autre à une distance égale 
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à < de cette bissectrice. Désignons par D_, D et D; respectivement les 
trois domaines : extérieur au cercle C, compris entre les deux 


cordes AB et CD (hachuré) et l’intérieur du cercle, sauf D. On avait 
démontré au paragraphe 3 la formule 


& 1 NU 
of (a, 0) =AN SPH, = 2 Hye Dy LCA) (a, 
VE ar 
ou 
28 (u +4) et ad*#=(u— v)?. 
Dans le domaine D, ont lieu les inégalités 


Juco [Pa hd 


n-m 
donc dans ce domaine, ona 


(ads ee , 
=> ) 


y 


QUE) 


= ~ g” 
Vrlaè(u, ¢) |S (std? t= 


En répétant le raisonnement du paragraphe 3 on en déduit pour 
vVu?+ 62e Vn, c'est-à-dire dans Db: 


arr 


(84) ee (ut 91) +3) ga (ue) |=O(1) (u,v C D.). 
Dans le domaine D; ona 
ju t+el<eVon=O(\V/n) et e<|u—v|<eVan=O(V/n). 


Par conséquent, dans ce domaine ont lieu les inégalités 


Lon aol Dah Dum ofa), | 


n—m 

| d |P+4 | 
VE 
d'où 

u? wut 145 

2) 16 + > 

où (x Le EU SAC :) 2 —O}e » 2 
oe aes sags [e+ m Ay Le Migs Be go+1 


m—od 


c'est-à-dire, vu que € est fixe, 


ut + v? 


(85) e + Su, ¢) bin) (u, 8 C Dj). 
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Ceci posé, supposons 6 supérieur à 2, à > 2, et considérons les 
intégrales doubles étendues à D, et à D.. 
Ona 


u? +p? u? + p2 
Ja MAN Mr ee ne TPS) p) du 
De 


Lu LE d 
ci lal e *|flujle "| f(v)| 
co (u? + 7) + 
= du => dv 
oe Ve) GE 
À AUS 15] 
avec 


car l'inégalité (84) n’est que renforcée, si l’on remplace wu? + e* par u? 
ou #* ou par 2|u|.|¢|. Le domaine D, est compris dans celui défini 
par2|u|>e Van, ou 2|e|>ean et en décomposant ce dernier en huit 
domaines D,, D,, ..., D, comme suit (/ig. 3), nous prenons y =o 


‘Fig. 3, 


dans D,, D,, D, et D,, tandis que y=2+- dans D, et D, et 
y=— (2 ae ; | dans D, et D,. On en déduit 
2 


: u 
~ O+- 
ey/2 u 
2 
ñ 7 
eV? Vi 
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et de même pour les domaines D,, D, et Ds. Ensuite, 


fee ee oF flu ag fil 


n 
e VE 5 


où 


‘ 
n 2 


HE : ee a! 
oF flv) |dv es sre) de f de=0(Vr).. 
Lu : ty 


tandis que 


ee DORE ve ce Fi f(u D) 


HA 


V3 
é z V3 
2 XJ | du I 
RES —u? f2 ‘ DE si 
sf erudauf os); 
n ë 2 
“Vi VE 


ce qui donne pour l'intégrale étendue au D, : 
=0| 0(V/n)o(— )\|=o0f = )= 
| Loo ee a) 
On voit ainsi que 
ee ale e+") f(u) f(v) S@(u, ») du dr — 0. 


Dans le domaine D; on a (85), donc 


f [=0 }" Ce + ena 


bar nt 
= de e *|f(u)|du 


—eyn 


(<oln Pe ats 


grâce à l'hypothèse à > 2, car on trouve 


evn as 2 evn : 
| f effin) | us| sf all ROT By du.2e\/n —O(Vn). 


—eyn —eyn 


TPE, EEE AU 
ARR : : 
37 eÙ 
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Finalement, pour à > 2 on a trouvé 


ao lon f few soy re) SÙ (u, ») dude. 
n=« n=e ) Jp 
Il est bien connu (') qu'il suffit de prouver (83) pour les fonc- 
tions continues pour l'avoir démontré pour toutes les fonctions à carré 
intégrable (avec le poids e-*). Par conséquent, nous pouvons supposer 
f(a) continue sans diminuer la généralité du résultat. Cette hypothèse 
n’est nécessaire pour la démonstration que dans l'intervalle fini 


(— A, A), où A est aussi grand qu’on veut mais fixe, car dans (A, en) 


_ par exemple nous avons pour |u — v|<e 


eS (u, v) = O(n) 


. I . I 
si |u—v|<—=, tandis que pour |u — ¢|2— nous em s l’inéga- 

| Ear que pour | ean ployons l’inéga 
lité 

e" S2)(u, ml 
Vnè Qu — oe 

Ces inégalités permettent de prouver, en supposant en outre que 

dans A<|u|<eÿn on a pour |u—e|<e 


Jw)=OTEF(u)IT = (14 — else) 
que 
J e* f(v) SD (wu, #) dv = O[| flu) |]. 


u—e 


Done 


evn u+E 5 
fo ee seayan fee fo) 82(u 0) de=0( fest ae), 


ce qui peut étre rendu aussi petit qu’on veut par le choix d’un A suffi- 
samment grand. Vu que lims® diffère aussi peu qu'on veut de celle 


n— © 


(1) SrekLorr, Sur la théorie de fermeture, etc. (Communications de l’Aca- 
démie des Sciences, Pétrograde, 8° série, 30, 1911, théor. V-VIT). 
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AC: 
des 
A 


ute 
lim s= lim fe eu f(u) du f et f(v) Si) (u, ») du 
AN UE 


n= n= LE 


pourvu que A soit assez grand, il suffit de déterminer cette der- 
nière. Or, f(a) étant continue dans }æ|<A +e, on trouve en posant 
f(e) = f{u).[1+ n(u, v)] et en choisissant ¢ assez petit pour avoir 


LICHIÈQE 
A u+E ¢ 
lim s2—= lim if ew f2(u) du f Et SUP) de 
n=e n=e NL ue 


A + 
+n0( f feu) du fi e-* 1 Su, lar), 
A 


ed) 


Les constantes de Lebesgue o!(w) étant bornées dans leur ensemble, 
le dernier terme est O(y) et il peut être rendu négligeable, en choisis- 
sant 7 suffisamment petit. Quant au premier terme, on a (vorrS 4) 


u+E +27 
lim { e— Su, ») de =lim h en SO (a8) ET; 
u—E€ —_—=x 


oa) a=e« 


done 
A 


lims— | e-*[ f(u) fi du. 


nu=n SA 


Or, pour diminuer autant qu’on veut la différence des deux limites 


(6) 
n 1 


lims”’et lims®, il suffit de faire tendre A vers 00, d’où enfin 


n—=@ NZ © 


> elas 
lim ‘| el f(u) du (92); 


n= 


ce qui prouve la convergence de la série étudiée et détermine la valeur 
de sa somme : 


if e“[f(u) Pdu= fit fa + fa + + fits... 


—% 


Ainsi le théoréme de Parseval est démontré sous l’unique hypothèse 
d'intégrabilité des produits e" f’(æ) et e-"g?(æ). 


haga sh: NU eR, 
1% yes LIFE 
. 1 ane in Y, 
ä à M 
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VI. — Sommation (C, à) du développement suivant les polynomes 
de Laguerre au point-frontière z= o. 


Les inégalités (27) et (35) permettent d'étudier l'influence de l’allure 


. de f(z) à l'infini sur la sommabilité (C, à) de son développement 


F7 +1) 
(n+ a%+1) 


(86) oo 


n=0 


Le (x) [eux f(u) Li) (a) du 
Jo , 


au honte x =o, c’est-à-dire sur la sommabilité de la série 
numérique 


(87) fo Er fe 0/00) Li (x) du. 


Szegd a démontré la sommabilité (c, o> at : de la série (87) 
pour f(x) intégrable (L) dans tout intervalle fini pourvu que l’on ait 
f(x) = O[ 2°] pour x -> 0. Il suffit de considérer quelques exemples 
particuliers pour voir combien génante est cette dernière condition 
relative à l’allure de f(a) à l'infini. Soit par exemple 


wfR 


f(z)=abet (B20). 


Le cas 8< o est éliminé car alors f(o) serait infinie et la série (87) 
ne serait plus sommable. Ona 


(88) zh e' La (2), 


0 


ou 
8 T bas — 4 
oP Li) (0) = Ac = eee e utt8 Li (u) de, 


car les polynomes L®(æ) sont orthogonaux dans (0, æ) avec le poids 
e-x* et-l’on a 
1. e-* x*[ LI) (x) | dx — AT (x +1) 
0 


Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — JuILLET 1932. 27 


_ 
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On en déduit 


rat nun ioe ( e Fu “lS on] 
0 0 


— 9%+B+1 T(a+ 6 +1) (1 —z)B(1 + 2)—+B+4), 


. s , N 
. Par conséquent, en désignant les sigma-sommes d’ordre ¢ de la 
série (88) pour x =o par o"’, on trouve : 


T'(œ + )»> 2" gl 9%+B+1 T(x + B +1) (1— 2)B- (1 + 2) Bt) 


d’où leur expression approchée 


T(x +1) (9) — ge+B+1 T(a+6 +1) 

ra Pe ASP) + en) + 28-8 (— 1)" A+B) (1 + €!) |, 
(6) 
et enfin celle de la moyenne s = Aa 
= T(o+1)(T(a+6+1) 


Se a —1)h, 9%+28-8+1 »a+B—6 he 
T(a+1) (T(6—6 +1) Se in) ete a (1 + En) 


Cette expression prouve que l’on a pour 8 >o 


“lim sŸ — o (d>6+ ax), 


si à > à + 6, la série étudiée n’étant pas sommable (C, 6<a+). Le 


I . . por < I . 
cas $ = = donne ainsi la sommabilité (c, Ô > à + :) au point æ—0o 


du développement de f(a) =e? /x qui, à l'infini, n’est pas OR 
Pour $ == 0, on a de même 
lim s(9)—= 1 (d> a). 

La condition générale de sommabilité, > « + 8, prouve l’existence 
de fonctions continues dans tout intervalle fini et monotones dans 
(0, æ) dont le développement (86) néanmoins n’est pas som- 
. mable (C, 2) au point a = 0, quelque grand que soit à fixe. 

Ce fait pose le probleme de l'influence de l’allure de /(æ) à l'infini 
sur la sommabilité (C, ©) de son développement (86) au point 2 =o. 


RECHERCHES SUR LA SOMMABILITÉ DES SÉRIES D’HERMITE. Ut 


Pour <a + ; le problème ne se pose pas : Szegi a démontré que les 


constantes de Lebesgue p relatives au point 2 =o 
A= [| e-tu|S2(0, u)| du, 
où s” désigne la ss d’ordre à de la eu 


NA NCOREE SES 1 


de (86), augmentent indéfiniment avec n > œsi0 <a + =. Donc, d’après 


le théorème bien connu de Haar, l'existence de fonctions continues par- 
tout et dont le développement (86) au point 2 = o n’est pas sommable 


I . . 
(c, Sa =) est certaine. La divergence des moyennes d’ordre 
I . 1 D PE 
0<a+ = reflète la structure du système orthogonal considéré. 


. I , 
Mais pour > « + = ces constantes sont bornées dans leur ensemble 


et ceci a permis à Szegô de démontrer son théorème cité au début : le 
système orthogonal ne s’oppose pas à la convergence de moyennes 


d'ordre oats. Observons que les fonctions /(a), telles que 
pour æ > on ait 


fe ole 6 | Go) 


n’empéchent pas la convergence de moyennes d'ordre 62 + = En 
effet, la somme partielle /, de (87) s'écrit 


nf” eu f(a) LP (u) du. 


Or, 
> Lie (u) = Le+(w), 


donc 


arn f=f eu flu) LY" u)du, 
0 
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ô oe : 
et en général la n° moyenne d’ordre à, /;,’, est égale à 


APT (a +n) fia fo emtu flu) Leena) du, 
car 


n—m me 


‘ 


rà AG), LO(u) = Li) (u). 
0 


Soit done f(x) = 0 [eG] <> 0, et considérons l'intégrale 
es “A à L eu u% f(u) Lie) (u) du, 
= of f 


où A est aussi grand qu’on veut, mais fixe. Grace à l'inégalité (27), 
paragraphe 1, on a pour tout # fini 


k 


ey. eus] f(u) || Lg(u) |du=0} f 5 
A Fass / 
n 


donc 


, \ : I 
lim I!’ =o pour an a 
n= 


tandis que pour à — à + = l} peut être rendue aussi’petite qu’on 


veut en choisissant A2A,, où A, est suffisamment grand. Pour 
uDœn+a+Ô+i,ona 


(35) | Lig? (w) |g SO, 


Soit & égal à la racine de l’équation 
ke=4(1+ log2 + logk), 


alors on a pour u2kn, 


u 
eres 
(aan)t ute set ka 
> Pp 
n! ne Gets (u2kn), 


ce qui entraine 


C2 ER £ is 
n e ?u*|Lia+ê+1 | qu — or 2 ) 
- À ; kn » 
c'est-à-dire 


Lane eut f(u) Liste) (Ww) du=o(1),. 
kn . 
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Ny I . . n , , 
vu que 02% + =: Ainsi, on a démontré que l'allure de f(x) n’a aucune 


influence sur la sommabilité (c, 224 + ;) de (87) si, pour x + 0, 


fe) =ole@)] eso). 


; 5 I : 
L'exemple de la fonction e%* avec g > - prouve l'existence de fonc- 
=P 


tions partout continues et dont le développement (86) au point Z=0 
n’est sommable pour aucune valeur de 6. En effet, on prouve facilement 
que dans 


ef ~ Lez)  (g-<1), 
0 


on a pour c, l’expression explicite suivante : 


= Sig ii) Oy ie PA Va ca RUE 

aes mn = > (ge 
d’où la non-sommabilité (C, à) pour aucune valeur de à de la série de 
5 y . I . . . ; rye a) 
terme général €, L}(o) si g > =: Ainsi, le problème posé est délimité 


par la condition que l’ordre de crofssance de f(a) pour æ + doit 


être celui de e? A(x), où la fonction croissante A(x) est o(e‘*) quelque 
petit que soit e. Nous allons montrer que la condition 


\ 


f(e)=Oleab) (820) 
imposée à l'allure de f(a) à l'infini assure la sommabilité (C, à) de 
la série (87) pour à > «x + 6 + 2. 
En effet, l’inégalité (35) prouve que l'on a 


2 RARES A poate 
nf enue fu Lo) du 0 | f ét À Cu) au, 


2 kon kon 
où &, est la racine de l'équation # = 4(1 +log2 + logs), car pour 
u2k,n, ona 


Hot i os 
nu Fe ®| Let (u) |<k, 2 
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Ensuite, l'inégalité 


( u CAES A ee ) 
Ô+1 es D DFA a 1e 14 
(27) Lier) (u) = ‘Oe u 


donne pour l'intégrale étendue de A à #,n : 


nf 
A 


Vu que à > à + : et que w<O(n), on en déduit 


ot = Fr a 
ele Cu) neo f e eal 
A A 


> 1 
6—a+ = 
u = 


REC: 


ee CORP 7: 
Jen 
nile-(@* a) 


Ke kon 


em“ uX f(u) Li (u) du =O # 
A 


Par conséquent, il suffit de supposer l’existence de l'intégrale 
définie 


ips oR Ue 


> 1 
0—a+ > 


pour pouvoir réduire autant qu’on veut en valeur absolue la contri- 
bution de l’intervalle (A, æ), en augmentant suffisamment la constante 
positive A. En particulier, l'hypothèse 


fi2)=ole| (2 —> &) 


assure la sommabilité (C, 3) de (87) pour tout 6>a+ =. On voit 


ainsi que la condition f(a) = O[x°"] de Szegé est remplacée par celle 


Jt pis 0 Le]. La loi de l'influence de l'allure de f(æ)à l'infini est la 
suivante : Le développement (86) de f(x) est sommable (C, 6) au point 


x = 0 avec la somme f (+ 0) pour à > à + B + 2 si l’on a pour x — a, 
(89) fe) = 08 à |. 


Pour prouver la portée de cette condition, considérons la fonction, 
continue dans tout intervalle fini et vérifiant la condition (89), sui- 
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vante : 
inte ate at) 
(90) Sell 


Mas 


Le numérateur est Olate?), donc Fs(æ) vérifie la condition (89). Elle 
est continue, la série (90) étant absolument et uniformément conver- 
gente pour tout æ fini. Pour écrire son développement (86), il suffit 
d'observer que l’on a 


LES AD 


nm—m 


: m=0 
dou 
(91) Fe(x) ~ Ÿ y L(x) 
0 
avec 


n!—m 


Je y ae PO jee a 
nm 


On a évidemment 


8 


1 
y= m-2(m!)? sé (x ae Em) 


mi 


et, par conséquent, le (m!)°"° terme de (91) pour x =0, u,,,(0) est 


_ égal à 


8 


1 
Uy (0) = y'8) LS (0) = m2 (m!)? "A (1+ em) 


} : a+ B+ 
PEO BET PES 
~ mT (a+ 1) e 
et ainsi, 
eee XS (s22+6+-) 


m= (m!)? 
seulement pour 62% + 8+ =. Ainsi, la non-sommabilité 
(c, 6< e+ 8 =) 


de (gt) pour æ— 0, malgré le fait que la fonction développée Fa(æ) 
vérifie la condition (89), est prouvée. Il serait intéressant de prouver 
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que la condition (89) assure, pour 8 > 0, la sommabilité 
I 
(<, j=. 4B + x): | 


L'évaluation de l’ordre de grandeur du terme général de (91) est 
possible aussi pour x > o. Grâce à la formule approchée pour L#(æ), 
on trouve pour u,,,(a) : 


œ 
= + 
2 


x 
x 2 


1 
te 


tm (@) Ve 0m) ET cos [are — (£ +; )r] + 0(1) 


ce qui prouve que la série de Laguerre de Fg(x) n’est nulle part som- 


mable (e, é< B+ = a 7): Cette divergence des moyennes d’ordre 
6< B+ > ; est due à l'influence de l’allure de f(a) à l'infini sur la 


sommabilité (C, à) de la série de Laguerre à l’intérieur de |’inter- 
valle (0, 00). 
Nous avons démontré que l’existence de l’intégrale 


aia Les 
f Cty (we) tte “tdu<G 


assure la sommabilité (C, 3) de la série de Laguerre pour 25 0, mais 
ce sujet sort des cadres du présent travail et il fera l’objet d’un autre 
Mémoire. Signalons seulement que le polynome de Laguerre est le cas 
limite du polynome de Jacobi. Or, on connait que les phénoménes 
d'influence de l’allure de la fonction développée sur la somma- 
bilité (C, à) de la série de Jacobi sont très compliqués ('). 

En terminant, formulons sous la forme d’énoncés les divers pro- 
blèmes posés et non résolus dans ce travail. Il serait notamment inté- 
ressant de préciser s’il est vrai que : 


2? 


a. La condition f(x) = O (eï) est insuffisante pour la convergence 
de la série d’Hermite de f(a) et de fonctions continues dans tout inter- 
valle fini et vérifiant cette condition existent, dont la série d’Hermite 
D RE Dac We ES Lot NP RS Smile EL iw eee ae Le Lu 


(*) Voir notre Note aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 192, 
séance du 20 avril 1931, p. 915-918. 
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diverge pour «=a, quoique f(x) vérifie dans (a, —€,æ, +e) les 
conditions usuelles de convergence; 

b. La condition f(a) = ole x?) suffit pour assurer la somma- 
bilité (C, à) de la série d’Hermite de f(x), sid =a eta>o; 


c. De fonctions continues dans tout intervalle fini et vérifiant pour 


3x1 
|| — la condition f(æ)— o(e*) existent, dont la série d'Hermite 
n'est pas sommable par le procédé de Borel en un point x=—x,, 
quoique au voisinage immédiat dex =a, f(z) satisfait aux conditions 
usuelles de convergence ; 


d. De fonctions continues dans (— a, a) et vérifiant la condition 


3x2 


(er) = ole |e) existent, dont la série d’Hermite n’est pas som- 


mable par les deux procédés de Borel et (C, à) superposés, si 6 < x; 


32? 
e. La condition f(x) = ole ‘ ar) assure la sommabilité par les 
procédés de Borel, et (C, à) superposés si 6 = x. 
jf. De fonctions continues dans (— a, a) et monotones, vérifiant la 


x? 


condition f(a) = ole 
pas sommable (¢, 6= à — +); 


a) existent, dont la série d'Hermite n’est 


g. De fonctions continues dans (0, a), vérifiant dans (o, ¢) les 


xe 
conditions usuelles de convergence et pour æ + + celle f(x) cole), 
existent, dont la série de Laguerre au point xo n'est pas som- 


mable (C, à) pour à = «+ 5 


h. La condition f(x) — O(eizs), 8>0, pour x + + suffit pour 
assurer la sommabilité (C,8=a+ B+ =) de la série de Laguerre 
de f(x) au point x=», si f(x) est intégrable (©) dans tout intervalle 
fini; 

t. La condition f(x) = O(eixt), 8>0o, pour æ— + suffit pour 
assurer la sommabilité (C, 2) avec = +B+ 7 de la série de 


Laguerre de f(a) en un point éntériéur x > 0 de l'intervalle (o, æ), 
si f(x)est intégrable (2) dans tout intervalle fini et continu dans (0, €); 
Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — Juwtet 1932. 28 
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j. La condition f(æ)=— ole 3) pone > © (cas ou 8 = 0) n’assure 
pas la sommabilité (C, à) avec 0= + de la série de Laguerre 


de f(a) en un point intérieur x > 0, si f(æ) est intégrable (£) dans 
(o, a) et continue dans (0,€). 


NOTE. 


La solution de la première des questions formulée plus haut est 
donnée par la fonction suivante : 


= I Hegimisi (2) 


FE ST [ et Ae TY [o(m)+1 l 


où o(m) = 2". Grâce à l'inégalité fondamentale (29) on constate que 
pour|æ|—æona 
F(x)—0(e*). 
Le développement formel de F(a) en série d'Hermite s'écrit 


(92) rend Han), 


ou 


rlec +5 | 
a= Dy kh, 20(h VAI an Tl o(h) +1] : 


Re 


Malgré le fait que le terme général de la série (92) tend vers zéro 
‘avec n > cette série diverge pour «=o. L'étude directe de la 
somme partielle s,,= 5:,,, de la série numérique 


L2 — 
F(o)~ (= 1) En y (o)= > Cr2n! 
fn! me: Ar(n!)? 


0 


prouve que cette divergence ne provient point de l’allure qu’ accuse F(x) 
au voisinage du point a =o et qu’elle est due aux régions à l'infini 
dans l’expression de s,, 


a 


$7,222 Sones a> em PUSAN ates dure 
0 


Sere ee ee 
ee Ne 

fi A 
Ci Cra 

Ye 
: \ 4 
CL 

L 

7 5 , 
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Pour prouver la divergence de (92) pour x =o il suffit d’établir 
celle de la suite partielle s.,,,). Or, on démontre la formule approchée 


< n+iI 
20(n) —= _ Vn 
T 


log2 + o(1). 


Ce résultat se laisse démontrer à l’aide des valeurs des intégrales 


définies suivantes : 


f eH ta (U) ny) AS 
à u 
ee se n+ 
nA ml hrt™+1 Io en ou | mn), 
dé 4 g Rte = (1) (mn) 


(n!}?42#1 log n E + o(1) | (mn), 


ainsi que 
H:(0)H4(0) — H:(0)H»41(0) Pur) 


af ee A, (#) Hy ( uw) du = eae 
4 an! VT (Mer): 


Ces valeurs permettent d'établir les relations 


Cs) 


ent Hg +1 ( u) Hot (u) du == (© ( 1) (m oe n ) 


GE as ae 
; , ARR Th (nr) +110 (o(m) +1] uv 
mals 
a) — n° log2 + O(1), 
et ainsi 
A, 
I a n+TI 
Sapin = — Le > = =— - de log2 + O(1), 
q’ m1 
ou 
lim S2oin) = lim: 5,33, ——00, 
= 2 n= 


Cette Note a été ajoutée après la correction des épreuves. 
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CERCLES TANGENTS DANS LE PLAN 


OU PARATACTIQUES DANS L'ESPACE. 


PYRAMIDE INSCRITE ET CIRCONSCRITE A UNE QUADRIQUE 


DE L'ESPACE A QUATRE DIMENSIONS 


Par M. GAMBIER 


1. Introduction. — Dans un Mémoire imprimé au Bulletin des 
Sciences mathématiques (2° série, t. LV, mars 1931) j'ai fait connaître 
en France des propriétés curieuses obtenues par MM. Tzitzéica et 
Barbilian en Roumanie (Bulletin de Mathématique et de Physique de 
l’École polytechnique de Bucarest, 1° année, 1929, p. 1-17 et 17-21). 
Je résume le résultat : 

Sur une variété quadratique à x dimensions V?, non singulière, 
plongée dans un espace linéaire L,,, 4 + 1 dimensions, on prend le 
point « et l’on mène l’espace linéaire à n dimensions A tangent en x 
à V°. Soient a), a,, ..., a, des points linéairement indépendants, pris 
sur des génératrices rectilignes de V3 passant en « (génératrices visi- 
blement contenues dans A). On considère les points de V?, distincts 
de a, conjugués aux points a; pris n à n : soient b,, b,, ..., b, ces 
nouveaux points; zl se produit deux cas et deux seulement (du moins 
pour n<4) : 

1° Cas normal. — L'espace linéaire à n dimensions déterminé par 
les points 5; ne touche pas V,; dans ce cas, chaque groupement de n 
points b; admet un seul point c; conjugué des points de ce groupement, 
distinct du point a, correspondant, et appartenant à V;. Les points c,, 
C;, ..., ©, ainsi obtenus déterminent un espace linéaire C qui touche 
la variété V> en un point y. 

2° Cas exceptionnel. — L'espace linéaire déterminé par les 6; 
touche V> en un point f. 
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M. Barbilian a donné les conditions nécessaires et suffisantes pour 
la réalisation du cas exceptionnel, pour xn entier positif quelconque, 
différent de 4, Pour n = 4, M. Barbilian obtient ce résultat inattendu — 
qu'il n'y a qu’un cas possible, à savoir celui qui est déclaré exceptionnel 
pour les autres valeurs de n. 

En général, les conditions du cas exceptionnel entraînent que la 
configuration soit imaginaire : ainsi pour n = 3, onaune quadrique V? 
plongée dans l’espace à 4 dimensions ; la conten de réalisation du 
cas exceptionnel est que les génératrices &( dy, 4), 4, a,) aient sur le 
cône des tangentes en % à V? un rapport équianharmonique. Mais en 
réunissant une configuration imaginaire à la configuration imaginaire 
conjuguée, on réalise un ensemble représentatif d’une configuration 
réelle convenablement choisie. Ainsi pour n = 3, les points de V; peu- 
vent servir de représentation chacun à un.cycle du plan euclidien et 
l’on obtient une configuration tmaginaire de 10 cycles dont chacun 
est tangent à 4 autres; sur chaque cycle, on trouve donc.4 points de 
contact de birapport équianharmonique. Or un cycle réel C de l’espace 
euclidien à 3 dimensions peut être représenté par deux cycles imagt- 
naires c’, c” du plan: on prend en effet les deux foyers F’, F’ de C; la 
projection de C à partir de F’ sur un plan P est un cycle c’ du plan P 
ayant pour unique foyer F'; de même la projection de C à partir de F” 
sur P est un cycle c’ ayant pour unique foyer F'; les deux cycles c’ et c” 
sont umaginarres conjugués. De la sorte si l’on adjoint à la configuration 
de M. Barbilian la configuration conjuguée, on obtient dans l’espace 
— et non plus dans le plan — une configuration réelle de dix cycles 
dont chacun est Daaon Re à quatre autres de la configuration. 

Mon mémoire n'avait d'autre but que de résumer les résultats de 
MM. Barbilian-Tzitzéica; pour n= 3, j'ai donné une démonstration 
géométrique directe distincte de la méthode analytique des géomètres 
roumains et enfin j’y ai ajouté l'interprétation par cycles paratactiques. 
En même temps je répondais implicitement à certaines critiques : 
quelques auteurs auraient pu reprocher à la théorie de n’avoir d’inter- 
pretation qu’en éléments imaginaires ; d’autres pourraient reprocher 
à ce genre de questions de n’étre qu’une branche de la géométrie pro- 
jective et par suite d’avoir moins d'intérêt que telle autre branche des 
mathématiques. Or Poincaré présente la recherche scientifique comme 
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plus intéressante par le développement de l'esprit que par les Soni | an 
cations pratiques (qui viennent d’ailleurs par surcroit, el souvent ae 
d’une façon inattendue). ves . > 


a Depuis impression de mon mémüire, j’ai été mis au courant d’une 
. circonstance que ni MM. Barbilian et Tzitzéica, ni moi ne connaissions : 
= ME seem ratminio Segre avait déja résolu la question — du moins pour 
n= 3, variété V; plongée dans un espace linéaire L, — en 1927, dans ; 
un mémoire de titre : 

Le piramidi inscritte e curcoscritte alle quadriche di S, et una notevole 
configurazione di rette dello spazio ordinario imprimé dans le recueil 
italien : Memorie della R. Accademia nazionale dei Lincet, Classe di 

; _ screnze fisiche, mathematiche et natural, serie sesta ane IT, 1927; 

oe | p. 204-229. 

Be Nb: Segre n’a pas abordé I’ ‘étude de n quelconque ; mais, pour la 

valeur précise n = 3, il donne des résultats qui dépassent de beaucoup 

| en précision ceux de MM. Barbilian-Tzitzéica. Il s’agit moins ici d’une 

oe - question, au fond accessoire, de priorité, que de propager des résultats 

intéressants. C’est ce que je vais faire, en résumant rapidement le 

Mémoire de M. B. Segre. 

Cette rencontre de géomètres sur un même sujet suffirait, elle aussi, 

à prouver l'intérêt de la question; en dehors de la partie commune 
aux deuxtravaux, chaque auteur a eu un mérite qui lui est propre: 

.  M:B. Segre, de montrer qu’en réalité on trouve une configuration de 
trente cycles du plan (paratactiques de l’espace avec l'extension réelle que 
j'ai signalée) tels que chaque cycle soit tangent (paratactique) à 8 autres 

et que les cycles puissent être répartis en 6 configurations de 10 cycles 

aie _ comme nous l'avons vu, chaque cycle appartenant à deux configurations. 
| M. Barbilian, de donner le résultat pour n quelconque et surtout 

d’avoir mis en évidence la valeur remarquable et exceptionnelle n= 4. 


2. Pyramide inscrite et circonscrite à une quadrique V; de l'espace S,. 

_ — Il s’agit de trouver une pyramide A,A,A;A,A, telle que chaque 

sommet a soit sur une quadrique V? donnée, pendant que la face 

opposée a; (espace à 3 dimensions déterminé par A;A;,A/A,,) est tan- 

gente à V? au point B;. Il résulte immédiatement de la que les deux pyra- 

mides A, Kew A,A, et B, B,B;B,B, sont polaires réciproques vis-à-vis 
vies Ee. Norm., (3), XLIX. — AouT 1932. 29, 
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de V? : l’espace linéaire 8; tangent en A; à V° contient B;B;B,B, tandis 


que l’espace «;tangent à V? en B;contient Ay, Ay, Az, An. Chaque droite 
A,B, J) est sur la quadrique V;; les 5 droites A;B; forment une 
configuration remarquable à laquelle on doit associer la configuration 
des 5 plans (variété linéaire à deux dimensions) p;, p; étant l'inter- 


section des deux espaces &;, GB. | à 
Si l’on prend la pyramide (A;) comme pyramide fondamentale de 


coordonnées dans S,, l'équation de Vi devient 


(1) > Biz 0 [Bi 0, Bu Bar, 1 KI, 

CAS | 
et M. B. Segre prouve que les 10 8;, vérifient le système nécessaire et 
suffisant 


| Ban Bas + Bas Bas + Bar Bis — 0, 


x B 6 Pais 6, Bis CP Fao 
| Bai Bis + Bis Pos + BisBi; = 0, 

B23 Ris + BisBes + Bi Bas 0) 
(3) Bie Bar + Bia Bar + Bis Bas — 0. 


Les quatre équations (2) contiennent B,,, B,,, 83;, 5,, sous forme 
linéaire et homogène, de sorte que les six (;, ne contenant pas l’in- 
dice 5 sont assujettis simplement à vérifier l'équation (3) et l’équa- 
tion suivante 

(4) 1a Pak = Bis Pus bia Pays 2 Bas Bas Bis Bs, 


Fe 25H — ss DE Ges O, 


obtenue en annulant le déterminant des équations linéaires (2) par 
rapport aux inconnues B;,. Si l’on pose 


x= 6,.B;,, ys Pen pO GL 


les équations (3) s’écrivent 


et entrainent aussitôt ys + sa” + wy — 0; de la sorte il est nécessaire 
et suffisant que +, y, 3 soient racines d’une équation X* — A — 0 où 
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A est une indéterminée: autrement dit 
(5) oO saan Vinee) sa A, Ay, LUE 


où 7 est l’une des racines cubiques imaginaires de l'unité : l’inter- 
prétation géométrique de (5) est évidente : sur le cône quadrique ordt- 
naire de sommet B, formé par les génératrices de N° issues de B;, le 
rapport anharmonique B;(A, A, A;A,) des génératrices de V? est équian- 
harmonique, égal à —j?. On forme donc le tableau 


AY B, B, B, B, | — 7 B, A, A, A, A;.| —7° 
Ne la B, B, B, | —/? Be tee, A; Ay Aj | —J 
AY | Bias B, B; | — 7 Be AT AS A, À; | —y? 
ABB," B; B, | — 7? Beep Ask 1, A; | —J 
Al Bi sD B,.B; —J B; | A, A, A, A, ik 


indiquant, dans la configuration des 10 points, les 4 points contigus à 
chacun et le rapport anharmonique que font les génératrices corres- 
pondantes sur le cône section de V; par l’espace tangent en ce point. 
Sur une quadrique V? donnée, les configurations de cette espèce 
dépendent de ro paramètres; ‘sur une même V° ou sur deux qua- 
driques V;, (V;)’, deux configurations de cette espèce s’échangent par 
homographie ou dualité. 3 
Il est précisément intéressant de se borner à une même qua- 
drique V; de S, et à un même couple de deux pyramides associées 
A PENSE ed abd À 
D PO E pb. 


Deux tels couples pris dans leur ensemble (ce qui revient à étudier la 
configuration des ro points et des 10 espaces tangents) sont échangés 
en eux-mêmes (dans leur ensemble) par un groupe de 240 projectivités 
comprenant 120 homographies et 120 réciprocilés dualistiques; ces 

_240 projectivités changent V; en elle-même. Ce groupe G,,, contient 
comme sous-groupe tnvartant d'indice 2 le groupe Gx. des 120 homo- 
graphes; les autres transformations projectives de G,,, s’obtiennent 
en multipliant les 120 homographies par la polarité relative à V;. Le 
groupe Go contient à son tour comme sous-groupe invariant d'indice 2 
le groupe Gyo des homographies de G;,, qui changent la pyramide (A;) 
en elle-méme, et la pyramide (B;) en elle-méme ; cect suffit pour pouvoir 
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affirmer que ce groupe Go est holoédriquement tsomorphe au groupe 
alterné de 5 lettres. Les homographies du groupe Geo produisent sur les 
sommets A;A;A,;A,A, de l’une des deux pyramides toutes les substi- 
tutions possibles de classe paire. Les 6o homographies de G,:,, non 
comprises dans Gyo, échangent la pyramide (A;) en la pyramide (B,); 
l’une d'elles fait correspondre à 


Aj Ax Al Am An 


s 


les sommets 
By By By B,, By. 


Finalement, si nous considérons les 120 substitutions possibles 
I K! 1: 14 n' 
r ai m ) : 
FAT OTe onde 
on voit que si I’ est de classe pazre elle échange 


A; Ax Ay An A en Ar Ax Ar Aw Aw 


(en méme temps que les sommets B respectivement opposés au som- 
met A de même indice) et si elle est de classe rmpaire, elle échange 


A, A4 A7 An AR en B; By Br Bw Be: 


Si l’on appelle 7; le rayon rectiligne A;B;, on voit que le groupe Gy. 
échange les droites 7; entre elles. 

Il est important pour la suite d’étudier en détail le groupe G,,,; le 
groupe G;, comprend : 
L'identité, 
G 19 homographies involutives [ ik] [lm], 

°° | 20 homographies cycliques d'ordre 3 [ tk? ], 


24 homographies cycliques d'ordre 5 | iklmn ]. 


Le reste des homographies, que nous pouvons appeler G,,, — Gyo, 
comprend : 
10 homographies involutives [ik], 
Gix9 — Goo { 30 homographies cycliques d'ordre 4 [éklm |, 


20 homographies cycliques d'ordre 6 [ik] [mn]. 


Si nous considérons les trois homographies involutives [ ck] [ dn], 


, 
a 
= 
fai 
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Panel [em] [42] réunies à l’identité, elles forment un groupe trirec- 
tangle; elles changent V; en elle-méme; dans chacune les points A, 
ou B,, les espaces «, ou B,, la droite Tn; le plan 0, (intersection des 
espaces a, et f,) sont des éléments invariants. Sur le plan e,, les homo- 
graphies subordonnées sont trois homologies involutives, dont les 
centres et les axes sont les trois couples d’éléments opposés d’un 
triangle y, autopolaire relativement : à la section de V; par 0. Les trois 
homographies deS, sont les homographies biaxiales Sa ae dont 
les axes sont les côtés du triangle y,, et dont les plans sont ceux qui 
joignent les sommets opposés de +, à la droite r,. On en conclut qu’en 
projetant les points A;A,A,A,, et B;B;B,B, respectivement de B, et À, 
sur le plan p,, on obtient deux quadruples équianharmoniques de points 
d’une même conique et que les deux quadrangles plans complets ainsi 
obtenus ont le triangle Yn comme triangle diagonal commun. Les deux 
tétraèdres A;A,A;,A,, et B;B,B,B, coupent le plan 0, d’ intersection de 
leurs espaces suivant deux quadrilatères plans complets qui ont encore 
pour triangle diagonal commun le triangle %,. 

En étudiant de même les homographies subordonnées dans (3, aux 
précédentes, on voit que dans un couple de pyramides associées de la 


_ quadrique V;, deux sommets opposés À,, B, ont un méme plan polaire », 


relativement aux tétraédres des quatre sommets qui sont dans les espaces 8, 
a, respectivement tangents à Vi en À, et B,, et ce plan 0, n'est autre que 
l'intersection de à, et B, (A, et 0, sont respectivement polaires relati- 
vement au tétraedre B;B;B,B,.). 

L'homographie involutive [ik] est une homographie harmonique 
biaxiale qui change V3 en elle-même; nous appellerons r;=r4 
et ox—=pox la droite et le plan axes de cette homographie; ils sont 
polaires réciproques par rapport à Vi. Nous indiquons, en outre, 
par mx l’espace qui contient simultanément r;, 7, et par P;, le point 
(pole de x,;) commun aux plans p;, ex. Les droites 7, rm, Tn, AiB,, 
A,B; qui joignent chacune un couple de deux points correspondants 
de cette homographie [1#] sont donc sécantes à l’axe 7; l'espace tix, 
qui contient les droites A;B,, A,B; doit contenir la droite 73; les 

5 droites r; de S, sont donc telles que la droite qui s'appuie sur trois 


s entre elles est contenue dans l’espace qui contient les deux autres : ce 


sont donc 5 droites associées de cet espace. Les 5 plans p; sont polaires 
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des droites 7; par rapport à V; et sont done 5 plans associés de cet 
espace. 

: C'est à partir de ce moment que M. Beniamino Segre va utiliser des 
résultats importants dus à son illustre parent, feu Corrado-Segre, qui 
a étudié en détail ces associations de plans ou de droites dans l'espace 
à 4 dimensions (') et à M. G. Castelnuovo. : 

On remarque, par exemple, que les plans p,, Om, 2, sont invariants 
dans l’homographie biaxale harmonique [zk], donc coupent l’axe 7;,, 
qui est la droite s’appuyant sur 7%, rm, 713 de même, le plan 0, trans- 
formé par polarité de la droite 7;,, coupe suivant une droite chacun des 
plans 0, Om, pn- Par suite, l’un quelconque p, des 5 plans associés en jeu 
coupe suivant une droite chacun des 6 plans p;,; coupe en un point cha- 
cune des droites rj, où les indices i, k sont différents de n : les 6 droites 
d’intersection sont, dans le plan ¢,, les côtés d'un quadrangle plan 
complet de sommets P;,, Pis, Piny Ps et les 6 points de rencontre cités 
plus haut sont les sommets d’un quadrilatère plan complet (polaire du 
précédent quadruple dans Vhomographie subordonnée à [ik] dans ¢,,); ce 
quadrilatère et ce quadrangle ont le triangle y, pour triangle diagonal 
commun. 

. Les 6 plans qui coupent ¢,, chacun suivant une droite peuvent être 
associés en trois couples : 


(pik, Pim), (pil, Pmk); (Pims px) 


de plans situés, pour chaque couple, dans un même espace avec p.. 
Considérons alors dans S, l’homographie cyclique | km]; elle admet ¢, 
comme plan invariant, et, dans le faisceau d'espaces admettant ce 
plan 9, pour axe, opère une projectivité cyclique d'ordre 3 ayant «, 
et B, comme éléments invariants, tandis que les 3 espaces considérés 


————————————_————.—————————— 


(') C. Secre, Alcune consideraszioni elementari sull’ incidenza di rette e 
ptani nello spasio a 4 dimensioni (Rendiconti di Circ. Mat. di Palermo, t. 11, 
1888, n° 4); Sulle varieta cubiche dello spazio a-quattro dimensioni (Mem. 
R. Acc. delle Sc. di Torino, 2° série, t. XXXIX, n° 25). — G. CASTELNUOVO, 
Sulle congruenze del 3° ordine dello spasio a  dimensioni (Atti. R. Ist. 
Ven., 6° série, t. VI, 1888, n° 16; 7° série, t. II, 1891, p. 881 et suiv.). — 
C. Secre, Sulla varieta cubica con 10 punti doppi dello spasio a quattro 
dimensioni (Atti. R. Acc. della Scienze di Torino, t. XXII, 1887, n° 4) 


. 
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à l'instant forment un cycle; il en résulte que l’espace x, forme avec 
ces 3 espaces un quadruple équianharmonique ; ce quadruple est projec- 
tivement échangeable avec ceux qui s’obtiennent par substitution 
paire sur les indices zk’mn. Tout cela prouve que deux quintuples 
différents de plans associés d’un S, sont projectifs entre eux. En 
définitive : 


Cinq plans ¢,, associés d'un espace S, déterminent 10 autres plans 5, 
dont chacun coupe suivant une droite les 3 plans ¢,, d'indice n différent 
dei, k. Chaque plan ¢, donne 6 plans px Correspondants, et ces derniers 
peuvent étre distribués en 3 couples de plans situés avec °, dans un même 
espace; ces 3 espaces déterminent dans leur faisceau 2 espaces a, et 6, 
constituant chacun avec eux un quadruple équianharmonique. Les 
10 espaces à, et B, ainsi obtenus forment le biquintuple d'espaces deS,, 
tangents à une méme N° et fournissent les deux pyramides associées que 
nous avons étudiées. 


SE Rappel de résultats concernant la géométrie des cycles d'un plan. — 
Si l’on introduit dans le plan la notion de coordonnées tétracycliques, 
nous savons que chaque cercle du plan peut être représenté par une 
droite issue de l’origine dans un espace à 4 dimensions S,, de sorte 
que l’angle de deux cercles soit égal à celui des droites images. On 
fixe alors un sens sur le cercle en coupant la droite image par la 
sphère 2? + y?+3?-+ 0? =r et choisissant l’un des deux points 
d’intersection plutôt que l’autre. Cela fait, rien n’empêche de faire 
une transformation homographique sur l’espace S,; on a, pour repré- 
senter les cycles du plan une quadrique NV}, à laquelle on a adjoint un 
point w et l’espace polaire Q correspondant (transformés de l'origine 
primitive et de l’espace polaire) de façon à pouvoir définir l’angle de 
deux cycles par un rapport anharmonique. Si les questions d’angles 
n’entrent pas en jeu, si l’on se contente d'étudier comme ici-des cycles 
tangents (ayant pour image sur V; deux points situés sur une même 
génératrice), on peut négliger la position précise de w d’une part, 
puis (quand w est fixé) le glissement sur lui-même de l’espace Q : on 
trouve ainsi les ro paramètres qui entrent en jeu dans la transfor- 
mation la plus générale qui change deux cycles tangents du plan en 
deux cycles tangents. Fixer w et faire glisser Q sur lui-même revient à 


rs nee faire es que des 6 pa mètre 


_- couple se coupent en un point d'où l’on mène les deux tangentes aA 


-symétries planes, les homo othéties, les 
sait que ce groupe, combiné avec les dil 


fa 


à 


10 paramètres are CNET Se 1e, =. eer 
Cela posé, un point de Vi représente un cycle 
l’espace S, correspondent deux points de V;, donc \ 
plan; le plan ¢ (polaire de r) coupe V2 suivant une ¢ 
points ont pour image les DCE pees au couple cycles 
di dimage r. ra | | SA al Fu A 
Si l’on prend un point + de S;, ou son ee polaire a, nous défi- — 
nissons 2 cycles qui coupent sous un angle constant un même cercle T ; 
le cercle TV s'obtient en joignant à à w; la droite aw perce V; en wee 
points, images de deux cycles ayant méme support: la variation a point — meee 
sur une droite donnée, issue de w, correspond à la variation de U angle. = 
_Nous pouvons iene reprendre les raisonnements qui précèdent en 
opérant directement sur des cycles d’un même plan au lieu de faire de 
la géométrie dans l’espace S, où baigne Vj; mais il est clair que 
l'espace S, prolonge en quelque sorte V?, et par suite, permet d'opérer pe. 
plus rapidement que la seule V? RAS 
Pour donner un exemple précis, reprenons Vhomographie it invo- 24 
lutive [ik][/m]; les cycles A, et B, sont inchangés (les points de a 
chaque cycle étant soumis a une certaine involution sur le cycle); sur 
“le cycle A,, le point de contact (A,, B;) est remplacé par le point de 
contact (A,, B,), et de même le point (A,, B;) par (A,, B,) et récipro- eS 
quement; donc, l'involution produite sur A, est déterminée par deux ee 
couples; les deux droites joignant les points homologues d’un méme 


ny 


et l’on a ainsi les deux points invariants sur A,; on opere de méme : 
sur B,, et l’on constate qu'il existe un cycle C, tangent à A, et à B, en 

deux convenablement choisis de points invariants trouvés sur A, et B,, 

et de même un cycle C, tangent à A, et B, aux deux autres points ; 
l'homographie involutive | tk][ 1m] respecte ces deux cycles C,, C, point 

pour point; tous les cycles tangents a C, et C, sont done chacun trans- 

formés en soi-même et sur chaque cycle il y a une involution dont on 

connait les points doubles, points de contact avec C, et C,; soit main- 

tenant un cycle quelconque D : on mène les deux cycles E, F tangents 
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aD, C,, C,; E, F se transforment en eux-mêmes, mais leurs points de 
_ contact avec D se transforment en deux points faciles à marquer en 
tenant compte de l’involution tracée sur E d’une part, F de l’autre; le 
transformé de D est donc le cycle tangent à E, F aux points obtenus 
ainsi. Cet exemple suffit à prouver combien les raisonnements géomé- 
triques directs, sans être impossibles, sont pénibles; nous ne conti- 
nuerons donc pas. 

_ Ces considérations ne sont pas inutiles, car elles vont nous per- 
mettre de découvrir la raison profonde qui devait conduire M. B. Segre 
à utiliser les résultats de feu Corrado Segre en adoptant la méthode 
qui consiste à écrire I’ équation de S; sous la forme 


wt eit 224+ ot rt LD, 
les variables surabondantes x; étant liées par la relation 


Lit Lot Li L, + Ty + &Ç— 0. 


0 


La notion de cycles paratactiques dans l’espace, au lieu de cycles 
simplement tangents dans un même plan, nous montre que la trans- 
formation la plus générale de l’espace qui transforme des cycles en 
cycles et conserve la parataxie s’obtient en combinant une transfor- 
mation conforme (ponctuelle) sur l’espace complexe à 3 dimensions 
. complexes qui contient les foyers primes de ces cycles de l’espace, et 
ensuite la transformation conforme conjuguée sur l’espace qui con- 
tient les foyers secondes. Chaque foyer pouvant d’ailleurs être rem- 
placé par un cycle du plan, nous retombons sur la transformation de 
contact (et non plus ponctuelle) qui transforme dans un plan des cycles 
tangents en cycles tangents. Mais alors la transformation conforme de 
l’espace oblige implicitement à considérer, dans l’espace S, à 5 dimen- 
sions, la représentation des sphères de l’espace ordinaire : nous 
retrouvons une quadrique V? avec un point w et l’espace linéaire 


(à 4 dimensions) Q polaire de w relativement à V?: les transforma- 
tions conformes sont donc représentées par les transformations homo- 


graphiques de S, qui laissent invariants w, V, et Q; l’espace Q subit 
un glissement sur lui-même, ce qui introduit bien les 10 paramètres. 
_ Ceci explique pourquoi Corrado Segre a introduit pour repré- 
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senter V2 dans l’espace S, non pas 5 coordonnées homogènes stricte- 
ment, mais6æ,, ...,æ, liées par la relation 


6 
Dene 
2 . 


tandis que V; est représentée par l'équation | 


6 
2 
Dés 
1 


En réalité, la figure est contenue dans l’espace à 6 dimensions, avec 
une quadrique V’, 


6 
‘Se 
2 
> TL; — 0 
1 


et l’on considère les transformations homographiques qui laissent 
invariantes V; et l’espace Q, 
j 6 
> ero. 


1 


Ayant ainsi apporté ma modeste contribution a cette étude, je vais 
maintenant présenter rapidement les derniers résultats déduits par 
M. B. Segre des résultats dus a l'étude que Corrado Segre a faite de 
la variété cubique V définie par les deux équations 


6 6 


bi ele YY. 
: ai aA O, > ai = 


1 1 


4. Variété cubique à 10 points doubles de l’espace à 4 dimensions. 
Systèmes de 30 cercles. — La variété cubique 


6 6 


3 7 
Li 0, Ti= 0 


de Corrado Segre admet 10 points doubles dont je dresse le tableau en 
les appelant F,, F,, ..., F,,; en face de chaque point F; j’écris ses 
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; coordonnées homogènes : _ 

sagt es ee D Bi Xs Be 

: sh I I I pet ed et See oes 
TR BSA Ra rs Ae a i aos 
SEs SA Se PRE ae ae 
DM one a ea DR 

i lue oa 
eG) Sg gon ela dar Ee | ia 
oe Se ee ae ee ae 
ee eee be a eT ae 


CEST EN aah al ap eller rte tale Lite L,—=0 Ly + X,—=0 LE + LG — 0 
Dre ee ne deteste TORS Ce) Dj Ly== 0 Ci 0,0 
Caer ee eines = pi one “+ Le —= 0 Ly + @,== 0 Lea == 0 
GY fends hea M ne RE Lit L3— 0 Hy + By —=O Lx BG —= O0 
TEP POE Me Me Nar EE Li + £2,=0 La + Ty —=0 Li + L—=0 
USE cag. PAST CORTO AT OR Dit L3—0 Co 050 TL, + L;—=0 
GR on cen Cita Stara he care ae Lia L,—0 Le Lay 0 Ls £6, == 0 
OS taharanea TER ere see le Dir == 0 Lens ea O Ls + L,—=0 
CE Sete Cree Mite eee teat Li + “#,=0 Lie LO Ty T3; — 0 
nent SR Sn EE IT Li L3= 0 La + L3=0 XL, Lg =—=0 
WDiygoossse see eee ee eee Lit £L;— 0 Lit Ly, =O Ly + Ly—=0 
AS Eee see Stor ate nes dm Li +. L;— 0 La + L,—=0 ZL; + DO 
CR EP RE RP XL, + Ly—0 La + L,—=0 D, + LT; —0 
SR RE TR EEE Li + 2,0 La + &,— 0 Ty LT; — O0 
Eine RO RE Ly, + Le— 0 La + L;—0 LyT L,— 0 


On a 15 homographies biaxiales harmoniques changeant V; en elle- 
même, ainsi que la quadrique V 


6 6 
NE Do 

| Sergwet ee} area AE] 
1 1 


en considérant successivement chaque plan w;; ainsi l’homographie 
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d’axes 
Gh ete te Li + 2,=0, Ty tye 0, Ts + = 0 (plan), 
Oh arene Ly Bas Ly His ENT (droite), 


a pour équations 
X,—= 2%, X:= 1, X;=4,, X,= 23, X;= 2%, X,= 2s. 
Nous allons maintenant considérer 30 espaces que j’appellerai I,, 


1,,-11,,1L,. 4, X Vis XV, tangents à V3, avec les coordonnées de leur 
point de contact correspondant 


Re CPR ess Ti +=) (x + 2) A M ETS pre À 
eee en ee te Be w=]? (z+ a) LCA NT Jey ee 
TM eee & LT (Ts LE) io 18 78 ey gay 
Lease eee te Gy Cy le DO EO PRIE 
[iT eens ee taj (ay 2) USE ae bahia) RTE f= a i 
(dt Pa eae ieee rants Li + Lo = JT + Ts) TNT PT TUE 
A Ramin RARE AE Tia =] (Z,+ 2,) PY ees MORE dep à 
EN RO RE @,+ @,—=J?(L2+ 2,) 1 FAI atid pe a! 
War Sele ities sy < pa PRE Me RER (Us AE) I FT ET ee 
Vig sition een pais So By + By J? (La+ T3) Rae RE ames PY ee Le 
NA Fare phe eee ear Li + £;=/] (%24+ T5) TN IN nn Me ca À 
MP SR rene Li + Ly=J (Le + T6) Peel Soh MES PEAR 
MATTER rns Sete B+ Ti] (44+ 45) Bar de 2 Loop Cy BS ON à 
9d 3 a pee RSS FRE Ly BS" (M+ Li) Wied iy ure Yo ET 
Ve soko ee 2+ a] (%,+2;) RS LBS PARTNER 
MER RE pre B+ 2, =]? (a+ 2;) Bho NES Pet DR Ps > be 
LEONE AIME TE ee +=] (+ x) OS LEE PS Me Be 
M Oey pei ae AE PURE LED =" Dy Le) DETTE ee 
RES. à Dita] (dit 25) NE LR ATEN Res | 
MMs nada à Ly + Hs]? ( y+ 43) EN eee ek EH LE à. 
7 8 FAR ET a Nee Li+ ds =] (L:+ 2%) oe EC DS LSS LATT 
Ragen ON SES ES M+ Ts = J (Ds + D) RES RS AEs TR 
AIME SET crie Li + dLi=] (Me + Li) BUS LUN DA SEIN ET | 
NU ES tain ER ET AN Li + 23]? (Le + Lz) PT MEN or D'OR DD 
Sa PTS ME ete mit (RE) NE) NN rs 
AIRES TERRES Lt = (ti Ls) RS PO Beles DE be 
PAR PME ES PE Di+d=] (+2) ARS ON DR hel) fy 
AIN eee ook eNO on LORS Gel Moe) DST ee LOS 
bP ecete ree amy eet ans dit M] (%,4 2;) PAST Sf aye ay 
ANSE ewig tse ye By + M —=J (Ts + ds) TAD PERS LGN) jets 4 FF 
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On voit que chaque espace correspond, dans ce tableau, au plan w 
de même numéro. J’appelle les points de contact correspondants 1,, 
Io, «.., 191, 159. Je donne maintenant en regard de chaque point les 
8 points qui sont avec lui sur une même génératrice de V?; on remar- 
quera d’ailleurs que de chaque point partent simplement 4 généra- 
trices de V;. Pour simplifier, je ne fais le tableau que pour les points 
d'indice inférieur égal à 1 dans la première colonne : pour les autres, 
il suffit de changer tous les indices inférieurs 1 en 2 et inverse- 
ment. 

On obtient ainsi : 


eae, AOR, DE bo, El 


er Ra Piel 6 
Seige Tie Sir TEs! OQ EU LD) 
Wty Beer, TS TT 1D, 1d, Lie 
Oia tie Deu REC OS U) Et 8 is? tle 1 
<5 Boge a Oprah ho Po Shinn ED, 
nee PA eer 0, 2 OU LOS 19: Li 
Bere nee ar yrs 13, 15, 
LOM peng, Or PSE Oy hae LD, 
Ma ER CU 0er OO 10e 20) 
Ble he NU an 8 18", 
D TU TU delta © Oy yo UT's Sky 
Mpa o he Os Oise Tan Oye LOs 12, 
WLS LUE 20 ons wr Oy. TO, TE, 


L'inspection du tableau prouve que la génératrice 1,5, porte 14, 
encore car les lignes 1, et 5, ont en commun 14,. 

Nous avons maintenant 6 biquintuples de points : pour simplifier 
je ne vais, dans la colonne de gauche, que donner les points sommets 
d’une même pyramide : on compléterait en changeant ensuite tous les 
indices inférieurs. 


Premier biquintuple...... 


> 


x 


Second biquintuple PES 


Troisième biquintuple.. 


Quatriéme biquintuple.. 2.70 4,1)" 33) 19 to, 15, 


2 : 

ta 
45 
a x - ay ea eis j | 
Cinquième biquintuple.... de 
5 \ Ne 
1 
Sixième biquintuple...,.. : 
= k 
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Etudions maintenant la pyramide I et celle qui lui est associée : 


Biquintuple L. 


(13) Pete RE AL de à A AI frase QE LCD] 
PR reals gang SE or ae à Ra ce LAN ky PT cee 

(5,) EDS Se tr ke ISERE AU he ay Sh SON re à 
RTE Du dt us Fev ot Pa ey 

es } it Nats PROS ARR NS RE eS Een (a RTE la 
ee tn je use UT PET CS Ly PO 

oe Plier Sata Piles! Seats Beal gio Bros RÉ EN ES a VA a 
Pir te eta es ean. 9s SS TA T ET ees Ne | 

(13,) { DUN AS LR A eue ete A al DE ate PO 
RE NE ER Srey es Ds Li lie 


Les plans désignés plus haut par 0,, 02, p,,0,, 2; et les droites dési- 
gnées par r,, 2, 7; sont : d’abord les plans 


(91) Li + Le 0, Lt Hy, = 0, Ti + T0, 
(22) Lit Ly— 0, La T Ty — 0, Lit L—0, 
(9;) XL, + 2,—0, La + B= 0, Ty £;—=0, 
(21) Ti + Lÿ— 0, La L,= 0, Lt L,=0, 
(os) 2 =. G,— 0, La + L,=0, DIE Pe 0} 


et puis les droites 


(ri) Li — Lo, H;—Xy, Ty Xs, 
(72) Li — L3, LT Ti Ly, 
(ra) XL, —= Ky, La L5, Ly— Ls, 
(T,) : Ly Ls, Tr — XL; Ti Le, 
CZ) =e Lee Gi eater 


Nous allons vérifier ici que les 5 plans asssociés du biquintuple 1 
ont, non pas simplement æ' droites les rencontrant (ce qui est le cas 
normal pour 5 plans quelconques) mais »* droites et que ces droites 
engendrent V;. Ici ces droites ont pour équations [o, o paramètres 
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variables | 
> Ti + Li + mp tam), 
Li + 25+ O(a, EÆ4)=#h, 
Li + Le + g (a, +%3)=0; 
et ces équations entrainent : 


cp. 5 
Ti + Xe cp (x, + 2) =09, 


Li + H+ Ge a i=: 


Ces formes d’équations montrent bien que chaque droite rencontre les 
plans pi. 

Nous allons maintenant indiquer les 10 plans o;, de la théorie géné- 
rale, pour le biquintuple 1. Nous avons vu l'identification de 9,, p2, 
Os, Pas Ps. On trouve aisément les coincidences 


Ox, 
QI 


Pas 


We 


Pa5 


wo, 


Pre 


Diy 


Or, 


Or: 


Pas 


Ws 


Ps 


Wis 


Pa Pr 


@ | Ory 


Pe 


G); 


Pi 


OR 


Pas Je oe Por 


On 


10 


de sorte que les plans p; et p;, sont le total des 15 plans de V3. 

On constate aisément, toujours en étudiant le biquintuple 1, que le 
plan 9, coupe bien chaque plan p:3, Por, Pass Osa Oss» Pas Suivant une 
droite. Les droites (¢,, 031), (is Oss), (Pr, Pas) Ont en commun le 
point P,, qui n’est autre que F,,; de même on trouve les points 


Pas Pas)]= Ps =, 
) Oxy Mas D LE jee hes 


L(Pr, Par), (Pas Pas), ( 

[( Pi, Pas); (Pir Pas) ( 

[(P1, Pes), (Ps Pos); (Pas Pas) ) = Pir = F5, 
[(Pa, Pia), (Pes Pas) (Pas Pas] = P23 = Fy, 
[(P2, Pis), (Pas Pis), (pa Pss)]—= Po. = F,, 
[(P2, Pas); (Pas Pis), (too = P= Fy, 
[( Ps, Paz); (Ps, Pas), (Ps Pes) |= Py,= Fy, 
[( Pay Pas )s (Pas Pas), HIS ES 35 F;, 
[Pas Pas) (Pas Pas); (Ps. Pa) = PF. 


) 


On n’oubliera pas d’ailleurs que chaque point ainsi obtenu peut être 
défini d’une seconde manière en échangeant les rôles de z et #. Ainsi 
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on a aussi 
Boy eo Pig a Os, Par); (Pe, Pas), (Ps Pa5)]. 


Ceci suffit pour montrer que l’un quelconque des 6 biquintuples 
associés suffit pour retrouver les 5 autres et que ce sont toujours les 
10 points doubles de V? et les 15 plans de V' que l’on retrouve, avec 
une interprélation différente. 

On vérifiera aisément que l’homographie [23][45] est l’homographie 
involutive harmonique ayant pour axes 


la droite : æ, — 0, SEE L, + y —0, L, ET, —0 


le plan : : — - Li, TL; — 


et a pour équations 


À % e eel 
Noe es ee Dern ip Er Ne Ses NL. 


. D'autre part, en appelant 1, 2, 3, 4, 5, 6 les 6 biquintuples de 
points, une pyramide du biquintuple z a ses sommets représentés par 
(tk), (iL), (am), (tn), (tp) où #, L, m, n, p sont avec z les G entiers de 1 
à 6 et la pyramide associée a ses sommets représentés par (#7), (4), 
(mi), (nt), (pi). Je forme alors le tableau qui indique les sommets des 
6 biquintuples 


(Ts) =), (oh) a ae CEA) cas ce CTO) =o (10) = 
(AMIE (Sts TRES ALES Oy. 08 teak (Gf).2= 03, 
: (23) = 14), (24) =10,, (25)= 6, (26) = 8s, 
(33) = 743, (42) = tog, (22) = 6,, (62) — 31, 

(34)= 3%,  (35)= 7,, (36) = 12, 

ARBRE GOD) =), 7a. Coa eats, 

(45)==15,, (46) = 4, 


D 
ro) 


On a ainsi 30 points deux a deux opposés; nous pouvons appeler 
r, la droite qui joint les sommets opposes (ts) et (st) et o,, le plan 
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polaire de 7, par rapport à V;; ¢et s prennent toutes les valeurs de 1 


a 6, avec t<5. L’homographie harmonique biaxiale d’axes 7, et gx 
échange le biquintuple s avec le biquintuple ¢ et échange chacun des 


autres avec lui-méme. Les 15 plans ee sont les, 15 plans de V3. 
Si l'on prend 3 nombres s, ¢, u différents, les 3 points (st), (tu), (us) 
sont sur une même génératrice de V; que nous appellerons 


(stu) == (lus) 2st}. 


Les 30 points (st) sont distribués sur 4o droites de V?; chacune de ces 
droites contient 3 points et de chacun d’eux sont issues 4 droites formant 
sur V° un quadruple équianharmonique. 

La figure formée par les 30 points (st) est changée en elle-même par 
un groupe de 720 homographies, holoédriquement isomorphe au groupe 
des substitutions sur les nombres 1, 2, ..., 6. 

Dans un plan nous avons donc un premier biquintuple de cycles tels 
que chacun soit tangent à 4 cycles contigus, les points de contact for- 
mant sur lui un quadruple équianharmonique. Ce biquintuple détermine 
5 biquintuples nouveaux : on a ainsi 30 cycles dont chacun touche 
8 autres; les 30 cycles peuvent être répartis en 6 biquintuples, chaque 
cycle appartenant à 2 biquintuples; trois par trois les cycles se touchent 
en un même point; chaque cycle ne porte que 4 points de contact, et ces 
points réunis sont au nombre de 40. 

Dans l’espace on obtient 30 cycles réels dont chacun est paratactique à 


8 autres (i ‘angle de parataxie étant égal à 3) ces 30 cycles sont répartis 
en 6 biquintuples, .... 
J'ajoute à ces propriétés un dernier mot : de même que si nous 
avons une quadrique V; plongeant dans l’espace euclidien ordi- 
naire S;, nous pouvons par perspective stéréographique, réduire 
l'étude de V; à celle d’un plan euclidien S, ordinaire (les génératrices 
de V, étant remplacées par les droites issues dans S, de l’un ou l’autre 
de deux points fixes I, J), de même dans l’espace S, où baigne la qua- 
drique V;, nous pouvons effectuer une perspective stéréographique 
qui remplace V; par un espace euclidien ordinaire S;, les génératrices 
de V; étant remplacées par des droites qui rencontrent toutes une 
conique fixe. Cette propriété signalée par M. B. Segre est précisément 
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celle qui remplace l’étude faite du point de vue de M. B. Segre par 
l'étude que j’ai adoptée dans mon Mémoire cité plus haut du Bulletin 
des Sciences mathématiques. On a des droites rencontrant toutes une 
même conique (le cercle de l'infini, mais par homographie le choix 
de la conique est indifférent). Sur cette conique les 4o droites trou- 
vées plus haut forment, par leur trace, une configuration curieuse de 
40 points, chacun pouvant de 3 façons différentes être associé à 
3 autres donnant avec lui un quadruple équianharmonique. En rem- 
plaçant les points par leur paramètre (complexe), et marquant dans 
le plan complexe le point (réel) qui a pour affixe ce paramètre, ona 
donc une configuration remarquable de 40 points. 

Rappelons encore qu’à chaque cycle d’un plan on peut faire corres- 
pondre une droite d’un complexe linéaire donné, deux cycles tangents 
ayant pour éléments homologues deux droites sécantes. 


SUR 


CERTAINS PROBLÈMES NON LINÉAIRES DE NEUMANN 


ET SUR 


CERTAINS PROBLÈMES NON LINÉAIRES MIXTES 


(suite) 


Par M. Georces GIRAUD 


CHAPITRE X. 


PROBLÈME LINÉAIRE DE DIRICHLET. 


1. Énoncé du problème. — Considérons l'opération du type elliptique 


2 


du 


i Ou 
FU = 2a 840.8 OF Org Ss Geo Cu CAE 


OX, 


et un domaine borné ouvert dont la frontiére S remplit les conditions 
(II, 1) et en outre celle que les dérivées des coordonnées de ses points 
sont lipschitziennes d’exposant h<1. On suppose que c est continu 
dans @ +, et que les b, sont lipschitziens d’exposant À dans le 
même domaine; dans @-+S encore, les dérivées des a, 4 sont sup- 
posées existantes et lipschitziennes d’exposant A. 

Nous pouvons, de différentes manières, prolonger hors de @ les 
coefficients de & et choisir dans tout l’espace une fonction y, nulle 
hors d’un certain domaine borné, de façon que, dans tout l’espace, 
les b,, c—y et les dérivées des ay. soient lipschitziens d’exposant h 
et que, hors te un certain domaine borné, l’opération #u— yu se 


réduise a DE 5a ae 2u(g > 0); de plus ce — 7 doit être négatif ou nul 
partout; c doit avoir une limite continue quand X vient sur & par 
points extérieurs à ® +S, mais il peut y avoir un saut brusque au 
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passage de S (le plus simple est de prendre c = — g” hors de a +5, 
avec c— y = —g dans tout l’espace). Soit G(X, =) la solution élé- 
mentaire principale de l’équation 

FU—YU—0: 


Donnons-nous une fonction continue /,(X) d’un point de ®+S 
et une fonction continue 9,(X) d’un point de 8. Soitd’autre part 5’ 
une multiplicité intérieure à @, infiniment voisines de &, et formant 
la frontière d’un domaine ouvert @’, intérieur à @. Nous nous propo- 
sons de trouver une fonction u, continue dens ® + S, à dérivées contt- 
nues en tout point de ©), telle que, sur S, u, =9,, et que, d'autre part, 
quand X appartient à OD’, 


(72) 


(1) G(X, A)[fi(A) — x(A) uy (A)] dVq 
Le 


(77 —1) 
if [G(X, A) @u,(A) — u,(A) ZG(X, A)] dS, — u,(X). 


C’est ce qui sera nommé le problème (généralisé) de Dirichlet, nom 
qui sera aussi appliqué au probléme adjoint énoncé plus loin. 

Les dérivées secondes de l'intégrale d’ordre m—1 sont continues 
en tout point de @'. Les dérivées du premier membre sont lipschit- 
ziennes d’exposant quelconque inférieur a 1 (I, 1). Done les dérivées 
de wu, doivent être lipschitziennes d’exposant quelconque inférieur 
à 1 dans tout ensemble fermé intérieur à @. 

Si, outre les hypothèses faites, f, et y ou c sont lipschitziens d’ex- 
posant h, les dérivées secondes de u, doivent être lipschitziennes 
d’exposant / dans tout ensemble fermé intérieur à @®, et l’on aura 


a Fie fy. 


Si, /, et y étant supposés seulement continus, cette équation a une 
solution, prenant les valeurs données sur #, et dont les dérivées 
secondes soient bornées dans tout ensemble fermé intérieur aM, u, 
est solution de notre problème (VI, 1). Le nom de problème (géné- 
ralisé) de Dirichlet convient donc. 

On a vu aussi (VI, 10) que, malgré l'apparence, les conditions im- 
posées au, ne dépendent pas du choix du prolongement de $ dans 
tout l’espace, ni du choix de Vic 
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2. Problème adjoint. — Nous donnons le nom de problème adjoint 
au précédent, au problème suivant : étant données une fonction f,(X), 
continue dans @ + S et une fonction continue p(X) d’un point de S, 
trouver une fonction u,(X), à dérivées continues en tout point de O, telle 
que, sur S, U, = Qs, et telle que, d'autre part, quand X appartient à @’, 


a (72) 


(2) fo FAN LAA) — RATAN, 
à 
(m—1) 
= [w.(A)@G(A, X) — G(A, X)Zu,(A)]dSi+ wo(X). 
2 


Mettons G(A, X) sous la forme déjà vue (V, 18) 
G(A, X)=w(X) N(A, X), 


et soit u,(X) = w(X)v,(X); alors 


(m) ; x : 
A)N(A, X (A) = BA) lav 
fo “ne, [xt ea) = BEE lav, 


=f fes(A)®IL(A)N(A, X71 = MCA) N(A, X)Z',(A) AB + 240, 
avec 
L' f = 2a 844,88. 5 + YS, 
0 f= 2,80: a + d'+ 2a. We, Ce aoa “se Dr 


où Ÿ/ est une fonction arbitraire. On voit que ce problème est de même 
nature que le précédent : il suffit de se reporter à l'équation dont 
w(A)N(A, X) est la solution élémentaire principale, relativement 
à X. Les deux problèmes peuvent être dits adjotnts l’un à l’autre. 


3. Prolongement des coefficients. — La solution de ces problèmes 
comporte d’abord l'opération consistant à prolonger les coefficients 
de & dans tout l’espace et à choisir y de façon à remplir certaines 
conditions. Deux méthodes seront indiquées pour cela; la première 
seule est applicable quand on ne fait que les hypothèses énoncées au 
début (§ 1). 

Les deux méthodes ont en commun la façon de prolonger les a, 8. 
Nous choisissons d’abord un paramètre s,, (III, 4) pour servir à repé- 
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rer les points voisins de S; on suppose s, > 0 hors de @. Dans la 
région 0 5m < 5», Où $,, est constant et assez petit, les a,,s seront 
choisis pourvus de dérivées lipschitziennes d’exposant À et de façon a 
respecter la continuité de ces fonctions et de leurs dérivées au pas- 
sage de S; sur s, =5,,, les a, devront être égaux à un, les autres a,,4 
à zéro, et les dérivées de ces fonctions devront être toutes nulles. On 
emploiera la méthode indiquée (IX, 2) mais en la complétant : aux 
valeurs fournies par la méthode pour les a,,, nous ajoutons 
ks? (s,,—5m)?, & étant une constante indépendante de a, et telle que 
l'équation soit du type elliptique dans notre région; par exemple / 
s obtiendra en ajoutant 1 à la borne inférieure des valeurs pour les- 
quelles cela a lieu. Hors de © + 8 et de cette région, on prend 


u,x — 1, Ga.B — 0 (B Aa). 

Dans la première méthode, on prolonge les 6, dans la region 
0<5n<5,, de façon qu'ils soient lipschitziens d’exposant /, nuls 
sur S, = S,,, et continus au passage de S. Ensuite on choisit arbitrai- 
rement sur S les valeurs de certaines fonctions 0,, 0,, ...,9,,, pourvu 
que les dérivées de ces valeurs soient lipschitziennes d’exposant / 
(par exemple 6, = 0, =. ..=0, —0). Si l’on astreint 0,, 05, ..., 6, 
à avoir toutes leurs dérivées continues hors de @, la valeur sur S de 


9 00 à 7 \ d a A) : 
(3) ie poe ea) + 3,8 Aa 8( ba 20 ed — 20.) (es -> aL aa 245) 
if hf 


y 


se réduit à une fonction connue (en supposant toutefois ¢ continu au 


À , 08, ds, 
passage de 8) augmentée de — 42,5 >"; on prendra, sur S, 
vin sd à 
00 OSm 
LE Re 
OS» Oxy 


t étant indépendant de X et de y et assez grand pour que l'expression 
ci-dessus soit négative (par exemple, on ajoute r à la borne inférieure 
des valeurs pour lesquelles cela a lieu); sur s,, — s!,, les 0. et toutes 
leurs dérivées devront être nuls; notre procédé (IX, 2) permet de 
définir les 0, complètement. Au delà de s,, — 5, tous les 0, doivent 
être nuls. Enfin, si l’on veut respecter la continuité de ¢ au passage 
de 8, on fixe sa valeur — g* sur s, —5, de façon que la méthode 
indiquée (IX, 1, qui est applicable même si c est seulement continu 
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n que s il toms sur S te on Ta dice: au eon 
de 5, = ee 22" SU on ne désire pas que c soit continu, on peut 
| prendr tous les 0. + identiquement nuls et prendre pour c, hors de 0, NC 
lev ‘constante — g° telle que (3) soit partout négatif. La forme = Ree hs 
ee ique P (II, 3) est alors définie positive hors de @ (Il, 8). | “Ps 
La seconde se ne s Peplique que si les dérivées deste): 
See AE Sale PATES Dae RO ER ) | 
RE et aR ci, nee tee Dy! a LR ik ess gait 


ior ke ase a 
se? existent et sont lipschitziennes (d’exposant h). On prolonge alte ces 
sf fonctions de façon (IX, 2) que leurs dérivées restent continues au — 
Fes passage de S et soient lipschitziennes d’exposant h danso <5, AN 
On + sur Sm = 5,,, ces fonctions et leurs dérivées doivent s’annuler et étre 
3 | AE encore nulles au delà de sy = :s,,. Le prolongement des a,,g étant déjà 
trouvé, celui des b, en résulte. Quand ac, on le prend négatif ou nul 
De partout hors de @, au prix même d’une AO ne au passage de S; 
le plus simple est de le prendre égal à — g° partout hors de @(g > o). 
Si l’on veut, dans cette seconde méthode, respecter la continuité 
de csurS, il faut l’amener d’abord à y être négatif ou nul, ce à quoi 
Von parvient. facilement en posant u = ow et en choisissant de facon 
que, dans une région contenant S, on ait m>o, Fw<O (b, V, “i 
3 application, p. 223). Bea lee PS 
Dans les deux méthodes, 7 doit être nul au dela des, —5,, et tel | Na 
pue y +c soit positif ou nul partout et lipschitzien d’exposant / dans 
| tout l’espace. Par exemple 7 — c sera partout égal à g°. 
FPE Dans la première méthode, pour déterminer Ou, on prend, sur 5, 
fe L—2,0,0,, les &, étant les cosinus directeurs de la normale exté- 
rieure. Dans la seconde méthode, on prend Ÿ négatif continu quel- 


conque, par exemple | = — 1. 


4. Mise en équations de Fredholm. — Nous prenons pour G la solu- 
tion élémentaire principale de #u = yu. Nous prenons arbitrairement 
fa et fa hors de ®, pourvu qu'ils soient continus en tout point n’appar- 

tenant pas à ® + S et nuls hors d’un domaine borné; le plus simple est 
de les prendre nuls hors de @ (la continuité au passage de S n’est ae 
__ nécessaire; il suffit que les fonctions soient bornées ). 
eee Ann. Ee. Norm., (3), XLIX, — Aovr 1932. 32 


\ 
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Nous fixons un entier p au moins égal à 2 et nous posons, pour le 
problème donné, 


(7) (m—1) 
Wile et. G(X, A) (A) dVa— 2 f ZG,(X, À) a, (A) dS, 
\ Ss 
(p22), 


ea eto, étant de nouvelles inconnues; l’intégrale d’ordre m est étendue 
à tout l’espace. Les conditions du problème se traduisent (VI, 11, 16) 
par le système d’équations de Fredholm 


(772) 


(9) pi(X) — x(X) [ G(X, A)pi(A) dVa 
a 209 161%, A) eo (Addenda 
Ss 


(mn) 


(m—1) 
(6) o,(X) — G(X, A)p(A)dVa—2 fi ZG,(X, A) a (A) di = 9 (X); 
S 


on vérifie facilement que la dernière équation peut se remplacer par 


(m) 


(72 —1) i 
(6bis) o,(X)—f[ G(X, A)p,(A) dV, — af ZX A)o,(A) aS 
Ss 
(m) 
=91(X) + Gp. (X, A) fi(A) dVa. 
De méme, le probléme adjoint conduit aux équations 


(772) 


(m—1) 
(7) = | G(A, X)p.(A) avi [ @G,(A, X)o,(A)dS4, 
s 
(772) 
(8) xX) —(X) f(A, X) eA) Vy 
(m—1) 
2x0 f @G)(A, X) (A) dS, =9,(X), 
(72) (7m — 1) 
(9) a.(X)— f G(A,X)ps(A)dVa— f @G,(A, X)¢,(A) dSa= 9,(X), 
; s 


dont la seconde peut étre remplacée par 


(77 —1) 


(77) 
(9 bis) (x) f GW) (A, X)p(A)aVi—a fi @G,,_,(A, X) o,(A) dS, 


Ss 


(yn) 
= 9.(X) +f GpilA, X) fal A) AV a. 


SUR CERTAINS PROBLÈMES NON LINÉAIRES DE NEUMANN. 251 


9. Problémes associés. — Nous considérons encore les deux pro- 
blèmes suivants : Trouver des fonctions u;, 03, 0: telles que 


(m) 


(10) . M(X)=— 02 G(X, A)x(A) ps (A) dV 


(7m —1) 
af G,(X, À) s, (A) dSq, 
Ss 


(m2) (7 —1) 


(11) p(X) — G(X, A) Z(A) pa (A) dVa— f GIP (X, A)a,(A) dS,—o, 
S 


(772) 


(12) g,(X)— 2 OG(X, A) y(A) e,(A) dVs 


(772 —11) & 
ae Le @G,(X, A)o;(A) dS, =o. 
YS 


La derniére équation peut se remplacer par 


(72) 
(12 bis) o,(X)—2 OG”)(X, A) xy(A)p;(A) dVA 
(72 —1) 
2 f AG (Xie A) de. 
S 
Ces équations entrainent que, hors de ®, Fu, = 0, et que, si X vient 


sur S par points n’appartenant pas à ® + S, Ou, — o. 
Trouver des fonctions u,, 0,, 0, telles que 
(772) 


(13) = f G(A, X) y (A) p, (A) dVa 


(mm —1) 
af G)(A, X) 5, (A) dSa, 
S 


(7) 


(14) Ps(X) — G(A, X) x(A)p,(A) dVa 


(72—1) 
= f GGA. %) (A) Si =, 
5 


(772) 
(15) a.(X)—2 f ZG(A, X) x(A)9,(A) dVa 


(m—1) 
af ZG, (A, X)o,(A)dS,s=o. 
Ss 
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La dernière équation se transforme comme ci-dessus. Si X vient sur S 
par points extérieurs à @®, on a Zu, =o. D'autre part, l'équation 
adjointe existe et a ses coefficients lipschitziens dans tout ensemble 
fermé extérieur à @ + S; donc, hors de® +S, Gu, — 0. 

Nous nommons ces problèmes les associés des précédents, parce 
que le système de Fredholm [(11), (12bis)] est l'associé du-système 
[(8), (g bis)]; de mème pour les deux autres systèmes. 

6. Levme. — Si 0, et 5, satisfont au système [(5), (6)] homogène 
(c’est-à-dire avec les données f, =0, 9, —0), et si u, est identiquement 
nul dans ®, p, est identiquement nul dans tout l'espace et 5, identique- 
ment nul sur tout S. 


En effet, 9, étant continu, l’intégrale d’ordre m qui figure dans (6) 
a ses dérivées lipschitziennes (I, 1). Donc les dérivées de c, existent 
et sont lipschitziennes (VIII, 6). Done (VIII, 9) Ou, existe et a la 
même valeur des deux côtés de la double couche; cette valeur est 
zéro d’après l’hypothése. D’après une formule de Green (II, 3), appli- 
quée à la région extérieure à @ et intérieure à une hypersphere infi- 
niment grande de centre fixe, wu, est identiquement nul hors de ®, car 
la forme quadratique P est définie; si l’on a pris la seconde méthode 
de prolongement, cette raison est à remplacer par celle que uw, est nul 
à l'infini et qu’il ne peut avoir de maximum positif ni hors de @+S 
à cause de la condition c <0, ni sur S à cause de la condition Ÿ <o 
qui empêcherait Ou, de pouvoir s’annuler ('); de même il n’y a pas 
de minimum négatif; donc u, =o hors de ®. Donc u, est continu au 
passage de S et par suite 6, = o (VIII, 2, 10). Alors les équations (4) 
et (5) donnent 0, = — yu, — 0, et le lemme est démontré. 


7. Taéorème. — Sz le problème homogène correspondant au problème 
donné (c'est-à-dire le probleme où f,—0, 9, = 0) n'a que la solution 
zéro, le problème donné et son adjoint ont chacun une solution et une seule. 


Il est évident que le problème donné n’a pas plus d’une solution; il 


eee 


(") Raisonnement de M. Gavrey (Journal de mathémathiques, t. 9, 1930 
p. 1 à 80, spécialement p. 74). 


Ser 


M! 
À : 
k 
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en a une, car, d'après le lemme, le système de Fredholm [(5), (6)] 
est soluble. 

Pour le problème adjoint, on remarque d’abord qu'il a au moins 
une solution; il suffit pour cela de montrer que le problème associé, 
ou le système [(11), 12)], n’a que la solution zéro. Or, d’après le rai- 
sonnement d'il y a un instant, wu, est identiquement nul hors de @; 
donc, dans ®, u, est une solution du problème homogène correspon- 
dant au problème donné; donc uw, — o dans ®. Donc Ou, a la même 
valeur des deux côtés de S, et par suite 5, — 0 (VII, 3, 6); alors 
203 = Us =O. 

Pour achever la démonstration en montrant que la solution du pro- 
blème adjoint est unique, on forme une fonction de Green, mais nous 


A 


pouvons pour cela renvoyer à un Mémoire précédent (6, V, th. 3, 
p. 218 à 222) (!). 


8. Application. — En particulier, le théorème s’applique au cas où 
c<o dans ®, le problème homogène n’ayant alors que la solution 
zéro. En effet on a (VI, 1), en étendant l’intégrale à tout l’espace, 


(A2) 
fi GOS Alea) = 2A CAES 


Or, pour écrire la condition (1), nous pouvons prolonger # hors 
de @ de façon que c soit négatif partout; soit, par exemple, c£—#<o, 
k étant une constante; y n’est alors assujetti qu’à être nul hors d’un 
certain domaine borné et à rendre c — y partout lipschitzien et positif; 
| | peut donc être partout aussi petit qu’on veut; comme d’autre part 
G est positif ou nul partout, on a, d’après le théorème de la moyenne, 
Si || LE, 


€ 


DrtRret 


(77) 
HX) G(X, A)dVa 


SES à c'est inférieur à =; et par suite l’équation de Fredholm en p.(X) 


(it) 


p(X) — y(X) G(X, A) p(A)dVa=1 


(:) Rapprocher ces raisonnements de ceux de M. Jossr PLeuers, Ueber lineare 
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est soluble et sa solution est positive (ce dernier point se voit sur le 
développement en série). Si l’on fait, dans notre problème, le chan- 


gement d’inconnue 


(mn) 


u(X)=0(X) [ - G(X, A) p(A)aVa, 


un raisonnement déjà vu (V, 18) montre qu’on a pour ¢ une question 
de même nature que pour 4,, mais & est remplacé par une autre opé- 
ration, où les coefficients des dérivées secondes n’ont pas changé et 
où les autres coefficients sont lipschitziens, celui de ¢, égal au quo- 
(m) 

tient de —1 par f G(X, A)u(A)dV,, étant en outre négatif. Done, 
s’il s’agit du problème homogène, on peut employer l'équation aux 
dérivées partielles relative 4¢; par suite il n’y a pour +, et pour uw, 
que la solution zéro, ce qu'il fallait démontrer. 

Le cas où l’on a, dans @, c<o, et celui où la mesure de ® est assez 


petite, se ramènent au précédent (b, V, p. 223 à 225). 


9. .Lemme. — Les problèmes homogènes correspondant au problème 
donné et au problème adjoint ont le même nombre de solutions linéaire- 
ment indépendantes; chacune de ces solutions est donnée par une solution 
et une seule du système correspondant d'équations de Fredholm. 


Soient g le nombre des solutions linéairement indépendantes du 
problème homogène correspondant au problème donné, etrle nombre 
analogue pour le problème homogène adjoint. 

On va d’abord prouver que, si u, et u, sont des solutions de ces 
deux problèmes, les dérivées de u, et de u, sont continues dans +5. 
Il suffira de développer la démonstration pour u,, et il n’y a de dif- 
ficulté que pour les points de S. Reprenons le paramètre s,,, nul sur, 
négatif dans @ (III, 4), et soient a et 6 deux nombres tels qu’on ait 
0£a < b. Si a et b sont assez petits, le problème homogène où @est 
remplacé par la région —a>s,> —b, n’a que la solution zéro ; on 
peut donc construire une fonction de Green F,,(X, =), satisfaisant à 


Randwertaufgaben der Potentialtheorie (1. Teil, Monatshefte für Mathematik 
und Physik, Bd 15, 1904, S. 837-411; II. Teil, id., Bd 18, 1907, S. 180-210). 
On trouvera dans la suite d’autres raisonnements découlant de ceux de M. Plemelj. 
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la condition (1) homogène relativement à X, à la condition (2) homo- 
gène relativement à &, nulle si pour un des points(s,, + @)(s,, +b)=—0; 
cette fonction est telle que la différence 


u(X, =) = Fas(X, &) — GX, E) 


soit partout continue, ainsi que celles de ses dérivées (de tout ordre) 
dont l’existence est démontrée, pourvu que # soit assez grand. La 
fonction w(X, 2) est donnée par 


(772) (7m —1) 


u(X,=)=— G(X, A) (A, 2) dvi 2 fi ZG.(X, A)o(A, 2) dS,; 
S,+Sy 
S, et S, sont les multiplicités s,, = — a et s, = — b, et e et o sont la 


solution unique du système de Fredholm 
(m) 
p(X, B)—4(X) (G(X, A)p( A,B) dV, 
(m—1) 


= 2209 ZG?(X, A) G(A,E) dSi=— y(X) G(X, 5), 
5, +35), 


(72) 


o(X: =) — G(X, A) p(A, =) dV, 


m—1 
ae [ AG CR, À Je (A, Æ) dS, —— Ga X, 2): 

S,+35, 
on constate sur ces équations que les dérivées de a, relatives à X, 
existent et sont lipschitziennes, pourvu que & ne soit pas sur S, ni 
sur S, (VIII, 6); il en est de même (VIII, 7) pour les dérivées de F,,,, 
relatives à X, quand X est sur S, ou sur 5, et que Hest à l’intérieur 
du domaine. Les rôles des variables peuvent en outre, dans ce raison- 
nement, être intervertis. On a donc (VI, 8), si X est dans la région 


—a>s,>—betsia>o, 


a (770 —1) 


PES a M (AÏZE. (XA) Ga. 
S,+9y 


Laissons fixes b et le point X, et faisons tendre a vers zéro; on remar- 
quera que F,,(X, A) et ses dérivées dépendent alors continiment 
de A et pe a, et l’on en déduit que 


(7m —1) 
wen f u,(A)ZF,»(X, A) dS,, 
ev Sy 
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car u, est nul sur $, : on voit bien sur cette équation que les dérivées 
de u, sont continues (et mêmes lipschitziennes) mêmes sur &. Il en 
est de même de celles de u,. 
Nous avons alors (VI, 8) 
(m) 


(16) — Gir (X, A) y(A) uw, (A) dV, © 


@ x 


(m—1) 
eal G,(X, A) @u,(A) dS, —9(X) w,(X), | 
s 


0 étant égal à 1 si X est dans @, à o si X est hors de M+ S. Si donc 
on pose 


(77) 
p(X=— f GU—(X, A) x (A) (A) Va, 94(X) =— Ou (A), 
@ 


la fonction w,, donnée par (10), est égale à u, dans @, à zéro 
hors de @ +, et l’on vérifie que les équations (11) et (12) sont 
satisfaites | on trouve (11) en récrivant (16) apres remplacement de p 
par 2p — 1, puis en retranchant membre à membre ]; 0, et o, ne sont 
d’ailleurs pas à la fois identiquement nuls, puisque wu, ne l’est pas. 
Le nombre des solutions linéairement indépendantes du système [(8), 
(g)| homogène, est donc au moins égal à g; mais (§ 6) il est au 
plus égal à r [le raisonnement du paragraphe 6 s'applique au pro- 
bléme adjoint parce que, hors de @+S, l'équation adjointe existe, 
ce qui permet encore, moyennant un facile passage à la limite, d’em- 
ployer la formule de Green (II, 6)]; donc r >g. Mais on voit de même 
que g2r; donc g=r et l’on voit en outre que g est aussi le nombre 
des solutions indépendantes des systèmes homogènes de Fredholm. 
Tout est donc démontré. 


10. THéoRèME. — Sovent u', u", ..., ul" les solutions linéairement 
indépendantes du problème homogène correspondant au problème donné, 
o yf y! > D 1 1 ty, 
et, 8, ..., 0 celles du problème homogène adjoint. Les conditions 
nécessatres et suffisantes de possibilité du problème donné sont 


(mn) (m—1) 
[ pla f, dV +f p, Ze dS=o (RENAN LS 9 


“@ 
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st ces conditions sont remplies, toutes les solutions sont données par le 
système d'équations |(4) à(6)]. De méme, les conditions nécessaires et 
suffisantes de possibilité du problème adjoint sont 


(7m) (m—1) 
J ut f, dV +f 9,.9u”™ dS =o, 
Q@ s 


et st elles sont remplies, toutes les solutions sont données par les équations 
(7) à (9). 


On peut ajouter que deux solutions (o,, 5,) différentes conduisent 
à deux fonctions wu, différentes (§ 9); de même pour w,. La démons- 
tration résulte facilement de la théorie de l'équation de Fredholm, en 
utilisant ce qui précède; on la trouvera dans un Mémoire antérieur (b, 
V, th. 4, p. 229 et 230). 


CHAPITRE XI. 


PROBLÈME LINÉAIRE DE NEUMANN. 


1. Énoncé d'un premier problème. — Faisons sur ® et sur 8 les 
mêmes hypothèses que précédemment (X, 1), mais sur l’opération du 
type elliptique 


du : Ou 

Fu—> ea 257 0 + cu 
mt Ox», 0x8 Se Oey 
(ices Geo toes ML don = 0), 


nous supposons seulement que tous les coefficients a,,3, b,, c sont 
lipschitziens d’exposant h (h <1, comme précédemment). 

On donne une fonction /, lipschitzienne d’exposant 4 dans @. Sur 
$, on donne deux fonctions continues Ÿ et 9,; Ÿ est la fonction qui 
intervient dans la définition de Ou (II, 4). 

Le problème est de trouver une fonction u, dont les dérivées secondes 
soient continues en tout point de @ et qui satisfasse dans @ à l'équation 


(1) : ur; 


et sur S à la condition 


(2) Ou, ='9,. 
Ann. Ee. Norm., (3), XLIX. — SEPTEMBRE 1932. 33 
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2. Prolongement des coefficients. — Nous prolongeons hors de @ 
les coefficients de @+'8 à peu près comme dans la seconde méthode 
donnée précédemment (X, 3); toutefois, pour les a, s, et les bz, il n’ya 
à respecter que les conditions de Lipschitz, ce qui est une simplifica- 
tion; c peut être discontinu au passage de S et doit être négatif hors 
de O+8;y doit être tel que c—z soit partout négatif ou nul et 
lipschitzien d’exposant 4. Les valeurs de toutes ces fonctions, hors 
d’un certain domaine borné, doivent étre les constantes déja indi- 


quées ('). 
3. Mise en équations de Fredholm. — Posons 
(7m) (m—11) 
(3) u(X)=—a f G(X, A)pi(A)dV,+ af G,(X, A)o,(A) dS, 
“4S 


(p22); 


et supposons que ¢, soit lipschitzien; on devra avoir 


(772) 


(4) p(X) —2(X) f G(X, A) (A) dV 


(77 —1) 
+200 [GX A) a (A) d= EX), 
vs a 


à (A1) 
(5) a(X)— 2 f @G(X, A)p,(A) dV, 


(m—1) 
+2 f G,(X. A) o,(A) dSy= 9, (X). 
Ss 


4. Lemme. — St une solution du système |(4), (5)] homogène (cas où 
fi = 0, 9; =0) rend u, identiquement nul dans @, 0, et o, sont identi- 
quement nuls. 


En effet uw, est nul à l'infini et sur S, donc identiquement nul hors 


à He. aut } bs: ; 
(') Dans d, IV, p. 247, on s'était rapproché de la première méthode de pro- 
longement indiquée ici; mais des erreurs avaient empêché de voir la restriction 


h> 5? qui aurait dû être faite; de plus 4 aurait dû être supposé lipschitzien. 


Ces restrictions sont complètement levées ici. 
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de +S, puisque c est alors négatif; donc Ou, a la même valeur des 
deux côtés de S, ce qui entraine la nullité de 5, (VII, 3,6). On a alors, 
d’après (3) et (4), 20, =— yu, =0. 


9. Tutortme. — Si lé problème homogène correspondant au problème 
, , = x 4 * 
donné n’a que la solution 0, le problème donné a une solution et une 
seule, et cette solution est donnée par les équations (3) à (5). 


En effet, d’après le lemme, le système [(4), (5) ] a une solution et 
une seule, et d’autre part, ilest évident que le probleme n’a pas plus 
d’une solution [on voit, comme au passage (III, 6), que o, est lips- 
chitzien |. : 

Avec les hypothèses actuelles sur les coefficients, nous ne poussons 
pas plus loin l’étude du problème énoncé au paragraphe 1. 


6. Énoncé d’un autre problème. — Faisons maintenant sur les coef- 
ficients de % les mêmes hypothèses qu’au Chapitre précédent (X, 1). 
Supposons en outre que /, soit continu dans ® +58, et Leto, conti- 
nus sur $; Vest toujours la fonction qui intervient dans la définition 
de @. Nous nous proposons de trouver une fonction u,, dont les-dérivees 
sortent continues en tout point de O) et qui satis fasse sur S à la condition 
(2); de plus, en nommant G(X, A) la solution élémentaire principale 
d’une équation Su —yu, on astreint u,, dans ®, à la condition 


(772) 
(6) de G(X, A) f(A) —y(A) (A) AV, 
@ 
(72 —1) 
=f [G(X A) @a,(A).—w, (A) ZG(X; A)] dS, — u,(X), 
Ss 


qui remplace |’équation (1). 
Ce problème et celui du paragraphe 1, ainsi que le problème adjoint 
dont il va être question, sont compris sous le nom de problème (géné- 


ralisé) de Neumann. 


7. Problème adjoint. — Donnons-nous maintenant deux autres fonc- 
tions /, et 9, continues, la première dans + S, la seconde sur S. 
Le probléme adjoint au problème donné est de trouver une fonction u, 
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dont les dérivées soient continues en tout point de OD, et qui saus/fasse 
sur S à la condition 
(7) Lits= 9, 


et dans @ à la condition 


(m) 
(8) G(A, X)[x(A) (A) — f2(A)]@Va . 


@ 


ee [us(A) OG(A, X)— G(A, X)Zu,(A)] + we (X). 
s 


On voit comme plus haut (X, 2) que ce probleme est de méme nature 
que le précédent. Les deux problèmes seront dits adjoints l’un à 


l’autre. 


8. Prolongement des coefficients. — On choisit, sur $, des fonctions 
6, lipschitziennes d’exposant et qui soient telles que (! ) 


94a <<; 


(*) Ce choix des 6,, qui obligera à introduire une nouvelle fonction G, est 
amené par l'hypothèse de la continuité à laquelle, sans plus, est astreint w. 
Dans d, IV, 6, p. 252, on aurait dû supposer que vf est lipschitzien. 

On peut aussi, sans introduire la nouvelle fonction auxiliaire G, embrasser le 
cas où est seulement supposé continu; pour cela on prend la fonction ¢ telle 
que, pour o<s,,< 5", on ait 


dv 
FAIT Dre v — O, 
& O02 
5 ov Ov 
1 , D x 
telle d’autre part que 2, wo des ae sur S et que 2, D CR 20" SUL" SA Soe 


cette fonction ¢ existe (§5) d’ après l'identité 


x ov Ov à de \? , 
1 m0, LEA = => > Ox, AG te) EGE) +e], 


qui prouve que # est nul si d —0o; on pose, pour 0<5,,<5',,, 


: Ov igh . 
Oto =e Ca Sin (Sip. — Sm) (o<mA< 1), 
Ley 


les.c, ayant la signification déjà indiquée (III, 4); sur S, > Be est alors infini 
OC Mice 
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par exemple, si u est une constante inférieure au minimum de 4, on 
prend 0,=po,; pour définir les 8, hors de ® +58, on choisit un 
nombre positif # inférieur à h et l’on forme les fonctions g,— cs", les 
c, étant des polynomes en x, 2, ..., æ, tels que L,c,@,, soit positif 
sur S (b, Ill, p. 165 et 166), ce qui entraîne 


sy 7 Wm à : 
Aa Co 20 pour 0 < Sn < Sym 
“Ly, 


si s,, est assez petit et si la direction (c,, ¢,, ..., ¢,,) est partout assez 
voisine de la direction de la normale; les conditions imposées sur S et 
sur s,,==5,, fixent sur ces multiplicités les valeurs des 0, — g, : on 
définit ers ces fonctions pour o<s,,<s,, par la méthode (IX, 1). 
Alors 5 ee pour s,, infiniment petit, est (VIII, 5) infiniment grand 


Base pak pe PL done positif; ainsi l’expression (3)(X, 3 
éq m ey pe P P 


est négative pour s, assez petit et l’on pourra prolonger c de façon 
qu elle soit partout négative. Si était lipschitzien, on pourrait prendre 
(sur 8)0,=w,%. A part cette facon de former les 9,, on définit hors : 
de D+S les fonctions a,,g, b,,.c, et dans tout l’espace la fonction y, 
exactement comme dans la première méthode donnée plus haut (X, 3). 

Si les b,— ù ee ont des dérivées lipschitziennes, on peut aussi 
employer la seconde méthode, qui dispense d’introduire les fonctions 0, 
et la fonction auxiliaire dont on va parler. 


9. Nouvelle fonction auxiliaire G. — Nous posons, sur $, pour une 
fonction arbitraire w, 


du 
(9) 9; = 3, 80348 D + du, O, v= am, (Baap je ee 2), 


O( dy.3U 
Zi; U = 2ig,8 We ee CAs SA i Xa, Dy Ba,) Ul 


‘ J(ai su. 
Zou =3,0| À. nae (Dy ju: 


(10) 


ponts et rend l'expression (3) (X, 3) infinie négative car le produit de @ par 
n'importe quelle puissance positive de sh tend vers zéro avec S$». En donnant 
aux 0, la valeur zéro au dela de s,—5;,, on a, des deux côtés de Sn —S», 


SO = 0, ce qui suffit, 
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quand X viendra sur & par points de ®, on emploiera 0, et Z:; quand 
X viendra sur S par points n’appartenant pas à @+ 8, on emploiera 
@, et Z.. Au point de vue de la convention (II, 7), 0; et @, sont traités 


comme @, et Z; et Z, comme Z. 
Désignons maintenant par F(X, 2) la solution élémentaire princi- 
pale de Fu —yu. La fonction G(X, 2) qu'il s’agit d'introduire, sera 


(m—1) 
(11) G(X, 2) =F(X,2)— f F(X, A) u(A, &) dSa, 
3 


u étant choisi de façon que, aux points X de S$, 0;G =0,G, quel que 
soit différent de X. Cela équivaut, X étant sur S, à l'équation 


(19) U(X, E) +1YO)— 25,00) 0] [FOX A) u(A, ©) dS, 
=[Y(X) — 22 (NX) wa(X)]F(X, =); 
c’est une équation de Fredholm, puisque S est borné et que 
F(X,A)—O[L?-"(X, A)]. 


Pour montrer qu’elle a une solution et une seule, considérons 
l'équation homogène 
(m—1) 


FX) + LUN) — 8 (X) m3 (01 fo REX) ov A) de 


La fonction 
(m—1) 
u(Xy= fi F(X, A)a(A) dS, 
Ss 


satisfait, partout ailleurs que sur S, à l’équation Fu — yu; elle est 
continue au passage de S; sur S, on a@;u=0,u; enfin elle est nulle 
à l'infini. Il en résulte que uw est identiquement nul, comme n’ayant 
nulle part de maximum positif ni de minimum négatif l'impossibilité 
d’un maximum positif, par exemple, résulte de l'inégalité e—~<o 
aux points autres que ceux de S; en cas de maximum positif en un 
point de S, on aurait, du côté intérieur, 


du 
2643802 À. 20, 
we 


DAME 


A 
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et puisque 
: du Ou * : 
(2.90, Qx,8 Jug), = (2292 a (U + 24840) u, 
on aurait aussi 
. Ou 
= 4,8 Oo ty, dxg et 0, 


ce qui contredit l’existence du maximum. Donc u est identiquement 


nul, ce qui entraine 
g = (244,0,—V)u=0, 


Par conséquent la fonction u(X, =), assujettie à l’équation (12), existe 


et est unique. 
Posons F'*’ — F et 


(72—1) 
Fm (X, 2) = f F(X, A )[ Ze ba (A) ma(A) —4(A)]FO-11(A, EB) Sq; 
Ss 


il est clair que si 
77 
w(X, %) =[h(X) — 26 (X)m(X)] F(X, Z) + up(X, E), 


R=1 


le dernier terme est continu pour p2m, car l’équation (12), après 
p—1 itérations, entraîne 


(72 —1) 
tp(X, B) + [4(X) — Baba (Om) [| FVI(X, A) up (A, =) a3. 
s 
2p 


= [Ba4a(X) wa(X)—$(X)] F(x, 8), 


n=p+1 


’ 


où tout est continu (‘). Ainsiw(X, =) est continu en tout point X de S, 
sauf si & est sur S, cas où w n’est continu qu'aux autres points de S. 


‘Au reste, que & soit ou non sur 5, 


u(X,&) =O[L-"(X, 2), G(X, S)= F(X, =) + O[L*"(X,2)] (m>3); 


ces limitations sont à modifier comme d’habitude si m= 2 ou 3. Les 


(*) Il suffit, pour le voir, d'imiter la démonstration de 0, Il, th. 1, p. 147; un 
raisonnement analogue est développé ici un peu plus loin ($10). 
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(m—1) 


nouveaux. potentiels de simple couche [ G(X, A)5(A)dS, sont 
donc continus même au passage de S e 


(m—1 


) 
10. Drscontinuité de { OG(X, A)a(A) dS,. — Nous pouvons 
Ss 


désigner par OG la valeur commune de 0,6 et de 0, G quand X est sur S; 
il est à remarquer que les dérivées de G par rapport à X n’existent 
alors peut-être pas toutes. Nous allons montrer que le résultat anté- 
rieur (VII, 3) s'applique aux opérations 0; et ©. portant sur les nou- 
veaux potentiels de simple couche, c’est-à-dire que, si X est sur 8, 


(mr —1) r 
af G(X, A)o(A) d= 20 
: 2 


< 


(mu —1) 
+f @G(X,A)o(A) da, 
5 


e 


{mm —1) 


(m+ 1) 
ef AR) Se. G(X A) LAN TS, 
Ss 
Il suffira d’établir la première de ces relations. 
On peut étendre la signification de l’opération ©; aux points de @, 
par le procédé (III, 4). Je dis que, alors, 


(13) @,[ G(X, =) — F(X, =)]=OfL*"(X,=)]  (m> 2). 


En effet le premier membre, quand X n’est pas sur S, est 
ners 
ae (X, A) w(A, 2) dSy. 


Si S ou & n'est pas dans la région 0 > s,, > —a,oùaest un RAR 
positif fixe, l’intégrale ci-dessus est bornée; il en est évidemment de 
même si L(X, &) est supérieur à un nombre positif fixe. Il reste à 
considérer le cas où L(X,Æ) peut tendre vers zéro, ainsi que 5»; on 
ne restreint pas la généralité en admettant alors que X et = sont tous 
deux dans la région où l’on peut nanpber un certain système de 
variables s,, 5:, ..., 5m3 on peut même s’ arranger pour que les dis- 
tances de X et de &a la frontière de cette région restent supérieures à 
un minimum positif fixe. Soit 8, la partie de S comprise dans cette 
région; on peut supprimer l'intégrale étendue à la partie restante de S, 
car elle est évidemment bornée. Soit 8” la partie de S, telle que 
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2L(2, A) < L(X, &); dans $”, 0,F(X, A)—0 [L'="(X, &)|, et 
comme w(A, Æ)—O[L?-"(A, &)], l'intégrale correspondante est 
O[L*"(X, =)] (voir 4, p. 138, note). Soit maintenant S' la partie de 
S, définie par 2L(E, A) >L(X, &), L(X, A)<2L(X, &); dans 8’, 
u( A, &) = O[L?-"(X, =)]; d'autre part, nous savons que 


(7 —1) 
fo (OR(X, Ay a8y 
S 


est borné quand X varie; donc la partie de l'intégrale considérée qui 
est étendue aS’ estO| L?-”(X, 2) |, d’après le théorème de la moyenne. 
Enfin, dans la région de S, telle que L(X, A) > 2L(X, 3), la fonction 
intégrée est O| L’-*"(X, A)], et par suite un raisonnement connu 
(voir 6, I, th. 1, p. 139) donne Of L?-"(X, A)] comme intégrale cor- 
respondante. On a donc bien l’inégalité (13). 

Cette inégalité entraîne que, même si X est sur 5, 


(m— 1) 
e f PECOG sy PIX AyTotky dS, 
Ss 
) 


oe ee @,[ G(X, A) — F(X, A)]a(A) dSx; 


‘ d'autre part, si X est sur S, 


(nm —1) c(X) (m—1) à 
0: f F(X, A)a(A) dSy= = +f O,F(X, A) o(A)dSq; 
So , a S 
en ajoutant membre à membre, on a bien le résultat annoncé. | 


11. Fonction G*; son identité avec G. — En posant 
(m—1) 
GOS) (XS) — f | o(X,A)F(A,E) dS, 
So 


on construit de même une fonction auxiliaire telle que, quand X vient 
sur 3, 
3 TG COR NELZ.G'(X, 5); 
¢ est donné par une équation de Fredholm qui se ramène à une équa- 
tion associée à l’équation (12), par suite v existe et est unique. 
Ann. Ee. Norm., (3), XLIX, — SEPTEMBRE 1932, 34 
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Je dis que G*—G. En effet (VI, 1, 8,11) si l’on pose O(X)—1 
dans @ = 0, hors de ®+ 5, on a 


(m—1) 
[ [G*(X, A) @,G(A, 2) — G(A, E)ZG*(X, A)] dSa 
Ss 


s 


[rex A) 8.G0A, 2) — GA, Zz Ex, A)] dS, 
s 


d’où, puisque les premiers membres sont les mêmes, G — G*. 
13. CoroLLaIRE. — Quand X vient sur S, on a(') 


(in —1) c(X) (m—1) 
2 G(A,X)e(A)a,— 2) +f ZG(A, X)a(A) dSa, 
Ss Ss 


(nt —1) 7 (mm —1) 
af G(A,X) (A) dSy=— Ff ZG(A.X) ot Aj ase, 
= Ss 


vs 


13. Mise en équation de Fredholm. — Pour mettre en équations de 
Fredholm le problème donné, il suffit de reproduire les équations (3) 
à (5), en attribuant à G la nouvelle signification. L’équation (5) peut 
ètre remplacée par 


m) 


( 
(5 bis) g,(X)—a f OG” (X,A)p,(A) dV, 
(72—1) 
af OG (XA) o,(A) a, 
h (m) 
=9(X) +f 66, (X AAA) avr 


Pour le problème adjoint, on a des équations analogues, obtenues en 
échangeant les rôles des variables et en remplaçant © par Z; on rem- 
place aussi u,, 0}, a, par us, Oo, Oo. 

14. Problèmes associés. — Nous considérons aussi deux problèmes 
associés aux précédents. L’un est de trouver des fonctions w,, RC 
ARS ER ES A ARE TES LP SE NEDA AOA? CRT ROME TS EURE, à Re 

(') Les résultats (VIII, 2, 9) s'étendent aussi aux nouvelles fonctions G, ainsi 
qu'à d’autres plus générales (Comptes rendus, 191, 1930, p. 478 à 480). 
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SI 


telles que 
alm 


) 
(14) HE G(A, X) (A) p,(A) dVx 


(n—1) 
+af OG,(A, X) 5, (A) dS, 
8 


(mn) 
(15) ex) f G(A, X)x(A) (A) dVa 


(mm —1) 
taf OGP (A, X)a,(A) dS,=o, 
Ss 


(mm) 


(16) a,(X)—f G(A,X)x(A)p,(A) dVa 


(m—1) 
+f NOE oo LA) Joie de 
S$ 


ro 


la dernière équation pouvant aussi se remplacer par 
(m) 
(16 bis) a (X)— f GIP(A,X) (A) 84 (A) Vs 


m—\ 
taf Rem Ns Seay eee 
roy 

en prenant comme inconnue — 6, au lieu de 5,, on voit que le système 
[(15), (16 brs)] d'équations de Fredholm est associé au système [ (4), 
(5 bis)]. On a, hors de B+S, Gu,—o, et u, tend vers zéro si X 
vient sur S par points extérieurs. 

L’autre problème associé, dont les inconnues seront nommées u,, 
03, 5: se déduit du précédent en échangeant les rôles des deux points 
et en remplaçant © par Z. 


15. Lemme. — Sz 9, et o, sont solutions du système | (4), (5) | homo- 
gène (avec les nouvelles hypothèses), et st u, est identiquement nul dans ®, 
0, et a, sont identiquement nuls. 


Démonstration pareille à celle du paragraphe 4, sauf que la nullité 
de u, hors de ® + S résulte de la formule de Green (II, 3). 

On peut échanger les rôles des deux points, c’est-à-dire démontrer 
le théorème semblable relatif à u,, o,, 9, parce que G existe et a ses 
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coefficients lipschitziens dans tout ensemble fermé sans point commun 
avec ®+ 8; on emploie la formule (II, 6), moyennant un passage à la 
limite. 


16. Tnéorème. — St le problème homogène correspondant au pro- 
blème donné n’a que la solution zéro, le problème donné et le problème 
adjoint ont chacun une solution et une seule. 


Démonstration identique à celle du paragraphe 5 pour le problème 
donné, et analogue à celle du paragraphe 7 du Chapitre X pour le 
problème adjoint, avec la simplification qu’on est certain à l’avance 
de la continuité de uw, sur S (voir d, IV, 9, p. 256). 


17. Application. — Ici et dans le cas du paragraphe 5, sic est négatif 
dans @ et d positif sur S, le problème homogène correspondant au 
problème donné n’a que la solution zéro. Car si c est lipschitzien, on 
voit comme plus haut (X, 6) que uw ne peut atteindre de maximum 
positif ni de minimum négatif, ni dans @ ni sur 8. Sic n’est pas lip- 
schitzien mais seulement continu, on emploie le même détour que pour 
le probleme de Dirichlet (X, 8); toutefois l'équation en u(X) est à 
remplacer par 


(77) 
BON) 700 fo Gem ABCA) Va (x) + 7) 


de façon que, moyennant la condition que 


7 | soit assez petit, 


a (M) 
G(X,A)p(A)dVi—: 
et ses dérivées soient, en valeur absolue, moindres qu’un nombre 
positif arbitrairement donné; cette modification est destinée à ne pas 
altérer la condition b> 0; p est encore positif si |y| est partout assez _ 
petit (voir aussi d, IV, 5, p. 251). 


18. Lemme. — Les problèmes homogènes correspondant au problème 
donné et au problème adjoint ont le même nombre de solutions linéaire- 
ment indépendantes ; chacune de ces solutions est donnée par une solution 
et une seule du système correspondant d'équations de Fredholm. 
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Démonstration analogue à celle qui concerne le problème de Diri- 
chlet (X, 9), avec une simplification déjà signalée (§ 16; voir encore d, 
[V;:9,pr256). 


19. Tutorime. — Sozent u',u’, ..., uw les solutions linéairement 
indépendantes du problème homogène corrrespondant au problème donné, 
et’, 0", ..., 0 celles du problème homogène adjoint. Les conditions 
nécessatres et suffisantes de solubilité du problème donné sont 


(mm) (m—1) 
Ne LE À dV —f pl) OR as = 0, 
é @ Ss 


et celles du problème adjoint sont 


nn —1) 


(711) 
if uw”) F, dV — / ue dS =; 
@ ahs 


S 


su ces conditions sont remplies, les systèmes de Fredholm correspondants 
donnent toutes les solutions. 


La démonstration est facile en utilisant ce qui précède (voir d, IV, 
HENDr20n) 


CHAPITRE XIL. 


PROBLÈME LINÉAIRE MIXTE. 


1. Énoncé du problème. — Dans ce Chapitre, l'analogie avec les pré- 
cédents permettra de se borner à de rapides indications, qu'il sera 
d’ailleurs possible de compléter en se reportant à un Mémoire anté- 
rieur (d, V, p. 258 à 265). 

Ici, le domaine @ et sa frontière sont soumis aux mémes hypothèses 
que pour le problème de Dirichlet (X, 1); en outre on suppose expres- 
sément que la frontière n’est pas d’un seul tenant; la réunion d’un 
certain nombre de parties d’un seul tenant sera nommée 5, et le reste 
de la frontière sera &. 

On se donne une fonction /, continue dans O+ S5-+-%, une fonc- 
tion ©, continue d’un point de 5, et deux fonctions d et w, continues 
d’un point de &; la fonction Ÿ est celle qui devra intervenir, sur ©, 
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dans les définitions de © et de Z. Désignons encore par 8’ une multi- 
plicité infiniment voisine de 5, mais située dans @, et par @' la partie 
de ® quia pour frontière 5S’ et &. 

Le problème est de trouver une fonction w,, continue dans 
@-+ $+ 6, à dérivées continues en tout point de @, satisfaisant sur S 


4 la condition 
y=; 


sur © à la condition 
Ow, =o}, 


et dans @’ à la condition 


(72) 
GX A) LFA) — CA) ws (AAV 


ve @’! 


(7 —1) 
= [G(X, A) Ou, (A) — u,(A) ZG(X, A)] dS, — u,(X). 
S'+8 


2. Problème adjoint. — Pour le problème adjoint, on se donne 
les fonctions /,, ©:, w, définies et continues respectivement dans 
DHS + 6, sur S et sur &, et il s’agit de trouver une fonction w,, 
continue dans ® + S + %, à dérivées continues en tout point de @, 
satisfaisant sur S à la condition 

Ua Qu, 
sur G à la condition 
Lites 
et dans @’ à la condition 


(mn) 
SA DEA) = OTs 
¢ 


t 


(m—1) 
Nh [w,(A)@G(A,X) — GA, X) Zus(A)] dS, + u,(X). 
S' +S 


3. Mise en équations de Fredholm. — On commence par prolonger 
les coefficients et déterminer les fonctions 0, et au dela de S par la 
méthode du Chapitre X, au delà de & par la méthode du Chapitre XI. 
On introduit la fonction G(X, =) et l'on pose 


(72) (m—1) 
HN f G(X, A) (A) dVa à f ZG(X, Ajo, (A) dS, 
Ss 


~\Ni—1) 


+ af G(X,A)4,(A) dSy, 


4S 


Det Aa 


. 
A4 
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ce qui conduit à un système d’équations de Fredholm contenant les 
inconnues p4, 51, 7,. On procède d’une façon analogue pour le pro- 
blème adjoint. 

Des raisonnements semblables à ceux des Chapitres précédents 
montrent encore que ces systèmes de Fredholm donnent toutes les 
solutions des problèmes posés, et chacune une seule fois. Le problème 
homogène correspondant au problème donné, et celui qui correspond 
au problème adjoint, ont le même nombre de solutions linéairement 
ii as Ce nombre est zéro en particulier sic< 0 dans Det 
> o sur 8. Si ¢’, v”, ..., e) sont les solutions linéairement indé- 
pendantes à dotée adjoint homogène, les conditions nécessaires 


_et suffisantes de solubilité du problème donné sont 


(7) (m—1) (772 —1) 
f pt f, dV + de D, Lol dS — L aan AS 200) 
@ Ss 3 


& 


et l’on a aussi le résultat analogue pour le problème adjoint. 


CHAPITRE XIII. 


LES DÉRIVÉES SECONDES DU POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE. 


1. Lemme. — Soit G(X, 2) la solution élémentaire principale de 
l'équation 
du 


sp 408 dx, 0x xg 


Sniper Bee, eu = 9 (Axia 0), 


* 0x, 
où les b,, c et les dérivées des a,,3 sont lipschitziens d’exposanth < 1. 
Faisons un changement de variable, valables dans un domaine ouvert @, 


tel que les dérivées secondes des nouvelles variables s,, 5, ...,s, par 


rapport aux anciennes 2,, Lo, ..., Lm, fees ca d’expo- 
(Syst, 3 Sm 


sant À et que le déterminant fonctionnel AU on) 


soit partout 
positif. Soit 


2 du 
JR) Up Aes - i 
et Oty O86 


avec 
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cé que devient Fu dans ce domaine; prolongeons les coefficients de 57 
dans tout l’espace (s,, ...,s,), de manière a avoir une solution élé- 
mentaire principale G’(S, T), S correspondant à X etTà 3. Je dis qu’on 
peut écrire dans @ 
UGE: |e mtn Rt aE as Nb 
G(X, H) — Aire 'n/ Gis T) = 13) (X S); 
( ) d(é,, Pei We) ( ) ( ) ( 2 ) 


‘ 


où est une fonction positive dont les dérivées sont lipschitstennes d’ex- 
posant h, et oti.y peut étre dérivé jusqu’à quatre fois, dont deux fois au 
plus par rapport aux coordonnées de chaque point, les résultats de ces 
dérivations étant lipschitziens d’exposant h par rapport à l’ensemble des 
deux points dans tout ensemble fermé intérieur à @. 

Soit S une multiplicité à m— 1 dimensions de l’espace (2,, æ:, .…, 
æ), et soient w, les cosinus directeurs d’une direction choisie de la 
normale aS; soit S’ la transformée de S dans l’espace s,, 5.,...,5,, et 
soient &, les cosinus directeurs de Ja normale a S’ dirigée du côté 
correspondant au côté choisi sur S; soient encore dS et dS’ les éléments 
de S et de S’. On vérifie sans peine que, pour une fonction / arbi- 
traire, 


of QE SEM) rm of i! 
dsp = lary, vos Hm) PPR dng 2: 


(1) Lu pars Dx 


Prenons pour S la frontière d’une partie bornée de @ et soient X 
‘et E deux points de cette partie bornée, dont les transformés sont S 
et T; soient encore A un point de S, et U son transformé. En prenant 
nulle la fonction 4 qui intervient dans la définition de Ou, et en regar- 
dant G'(S, T) comme fonction implicite de X et de =, nous avons, 
d'après ce qui précède et d’après un théorème antérieur (VI, 4), 


AL RARE RE Pa re NE ary 
Fata a [G(X, A) 0G'(U, T) — G'(U, T) ZG(X, A)] dS, 
yA ab IL LOE A ie 
_ Ath, .. +, Um) 


ata oie G'(S, T)— G(X, 3), 
AEs, ...; Em) ( ) À 


car le déterminant fonctionnel est positif. 
Mais les coefficients de 5’ satisfont aux mêmes hypothèses que 
ceux de #, ce qui (V, 18) permet d’écrire 


G'(S, T)='(T) NS, T), 
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où N’ peut être dérivé trois fois, dont deux fois par rapport aux coor- 
données de n’importe lequel des deux points, et où les dérivées de w! 
sont lipschitziennes d’exposant h. La fonction 


d(E, ..., Em) 


a donc ses dérivées lipschitziennes d’exposant 4. D'autre part, la 
fonction 


De Set … [N'(U, T)ZG(X, A) — G(X, A)ON(U, T)] dS, 
S + 


MZ) = 0 (T) 


l 


Den a existent de plus, si l’on applique le 


est telle que les FE 


le théorème (1V, 1) d’une part aux a IE considérés comme fonctions 


O29 
de X, d’autre part aux Tar, J considérés comme fonctions de =, on 


voit que les dérivées quatriemes en question sont lipschitziennes 
d’exposant / par rapport a l’ensemble des deux points. 


2. Conditions de Lipschitz pour les dérivées de la densité. — Sup- 
posons que la frontière S du domaine borné ouvert O satis fasse aux 
hypothèses (II, 1) et en outre à celle que les dérivées secondes des coor- 
données des points de'S existent et sont lipschitziennes d’exposanth < 1. 
Supposons en outre que les coefficients b, et c et les dérivées des coef fi- 
cients a, sovent lipschitziens d'exposant h; on suppose enfin que les 
dérivées 'de la fonction Ÿ qui intervient dans la définition de Vopéra- 
tion ©, existent et sont lipschitziennes d’exposant h. Soit G(X, &) la 
solution élémentaire De de #u — 0 et considérons encore le poten- 
tel de simple couche - 


(m—1) 
wf G(X, A)o(A)dSy. 


St les dérivées relatives à s,, ..., sn, de l’une des valeurs limites 
prises par Ou sur S existent et sont lipschitsiennes d’exposant h, les déri- 
vées de o existent et sont lipschitziennes d’exposant h. 


Il suffit de démontrer que, X étant sur S, les dérivées de 


(77 —1) 
fr @G(X, A)o(A) dS, 
S 
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existent et sont lipstchitziennes d’exposant /. Mais (VII, 4)s est lip- 
schitzien d’exposant h; donc (VII, 5) le terme 


(nt —1) 
YX) f G(X, A)o(A) dSa, 


a ses dérivées lipschitziennes d’exposant h.Nous pouvons donc le 
supprimer, c’est-à-dire admettre que © correspond à Ÿ — 0. 

Introduisons le paramètre s,, par le procédé ordinaire (IH, 4). Les 
dérivées secondes de æ,, ®, ..., æ, par rapport à 5,, 50, ..., 5m, sont 
lipschitziennes d’exposant À. D'autre part si, comme d'habitude, 
Si, So, +. $m—1 Correspondent au côté extérieur de S(a, I, 4, p. 9) et 
si s,, est positif hors de @, ona 


RAR RON TR NERO TEA) 
ACL PE REG) 


0 

Par conséquent, d’après le lemme, si l’on forme une solution élémen- 

taire principale G’(S, T) de l'équation transformée, prolongée conve- 

nablement dans tout l’espace (5,,5.,...,5m), et si S, est la portion 

de S qui est donnée par cette représentation paramétrique, les 
dérivées secondes de 


.(n—1) 


Nk G(X, AjolA) aS, 


(ni) 
ALU Te rate ) ws 
a ere — 0 (5 a 
i "8, ) deat CC Em) qi )a(ty, x » m1) 


HAL 


existent et sont lipschitziennes d’exposant A. D’après la relation (1), 
en posant 


u'(S) eas GASTON AR), 


a(t = Mtn te tar) go SE, 
a=, Ee, ty Em) 
nous sommes ramenés a démontrer que les dérivées de o’ existent et 
sont lipschitziennes d’exposant A, sachant qu’il en est ainsi pour les 
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dérivées de 
du”. 


24, CAES OSs 


En changeant la notation, nous sommes donc ramenés au cas où b = 0 
et où 


u(X)= f i G(X, A)a(A) dS,, 
s 


S étant une partie de la multiplicité x, — 0; soit € la frontière de S 
(il est clair en effet qu’on peut supprimer toute partie de la mulipli- 
cité donnée dont X ne devient pas infiniment voisin ); la distance de X 
à C reste, par hypothèse, supérieure à un minimum positif. 
On va voir que les dérivées de 
fr 
; Ua a dec 
L 2 
par rapport à Ti, %.,..., Zn 1, pour æh— 0, existent et sont lip- 
schitziennes d’exposant /; la proposition énoncée en résultera. 
Tout d’abord (méme si m = 2) 


Sxdna(X) 5 (X, A) = O[L?~"(X, A]; 
d’autre part, en mettant à part, dans G(X, A), la partie H(X, A; 0) 
(V, 4), on voit que 


Fz Be amp(X) 5 io A)=O[L'-"(X, A)], 
Z h—m 
(e+ Fe 2) sang 2 (A= Of L(x, AD] 


(voir aussi, pour ce dernier point, 6,11, théorème 6, p. 156). Donc, 
puisque cest lipschitzien si : on voit (I, 4, 6) que 
d 


Lo 


(72 —1) 
dk 3sam8(X) 3e mes A) a (A) dS. 
S 


existe et est continu. | 
Nous voyons déjà ainsi que les dérivées de s existent et sont 
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continues. Ce point acquis permet d’écrire 


0 (m je OG 
ie 34 an 8(X) F(X, A) 7 (A) dS 


OX. te 


(m—1) 0G 
ak Al (A)( go + gon) 20m 800 gyn (XA) AB. 
Ss 


‘ 


m— D 
+f whe) Sea tO Re A) dSq 
(m—2) 
ne a(A)3gcn.p(X) gon (X, AB (A) Sh, 


dS, étant l’élément de €, et w, étant l’un des cosinus directeurs de la 
normale à € située dans a,— 0. Il s’agit maintenant de prouver que 
le second membre est lipschitzien d’exposant h. Cela est évident pour 
le dernier terme, qui a même des dérivées continues. C’ est immédiat 
aussi pour le terme précédent (1, 1). Il reste donc seulement à étudier 
le premier terme. 

Soit, avec la signification adoptée depuis le Chapitre V pour 
H(X, E; p), 

G(X;E)=H(X, 3; p) +v(X, &); 


d’après ce que nous avons vu (V, 17), si p > m, la fonction 
(m—1) d 5 ; 
[a+ Jaz) 54080) ECS, A) dS, 
Ss 


est lipschitzienne d'exposant h. Il est done permis de remplacer 
G(X, =) par H(X, 2; p) dans l’intégrale à étudier. Or, puisqu’on est 
sur 5, 


Spang (X) 5 aie , A; 0) 


Ag.y(A) (ay — ay) 
+2 yl Gm. X —+ Am A SABER PE iad A Brea SG Vd 
8.7L i ) B( LESAN TRU es Ce a 


< PS5 A5 C0 (ra ae) (ee — ae) | 


à la suite de l’opération = + i » On a le terme 


(m— S 
ik UE, | mee sa in) Agy(A)(æy— ay) 
s OX», das V3 A5 (A )(x5 — ag) (age de) 


x F'[VSse Ape(A)(xs— ag) (%2— az) | aS, , 
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plus d’autres qui sont évidemment lipschitziens d'exposant h; pour 
être certain que celui qu'on vient d'écrire l’est aussi, il suffit (1,8) 
de s’assurer que l'intégrale 


(7u— 1) ) : 
ROUTE PNA) a, 


étendue à la partie de S telle que L(X, A) > © 0, est bornée quand 
e varie; or cela se voit aisément en remplaçant d’abord o(A) par 5(X), 


pr Eire (opérations qui retranchent des intégrales bornées), 


puis en appliquant la remarque (1,9) si 6 £m; si B =m, l'identité 


0 
Ze amg (A) ba F[V3seA5e(A) (23 — a3) (a — a) |= 0 


permet d’arriver au méme résultat. 
Il reste à considérer ce qui vient des autres termes de H(X, 3; p). 
Considérons 


(m—1) (re) 
2) (set x) 22amaO fo FeO As 0)K(A, E)aviess. 
Ss 


Nous pouvons isoler l’expression 


(m—1) Pee adil ON, y 
f o(= (a + oF yf 284m$(X) G5 (% A; 0) 


PO CA RE No), 
5 nye BO cee SR: 
x Zy,a[ ay,6(A) — ay,3(=)] day da > 


où l’on peut écrire (4, I, th. 6, p. 157) le coefficient de (4) dSz sous 
la forme 


dag e). fe ee H(A, =; 0) 
a aaa eve 


vy : 0 0 \ OH 
+ nano )2" (X, As 0) Byalay.a(A) — ave (EN 


H(A, &; 0) “a ( 0 Ô ) 
SR TRE em Le X, A: NES ere 
* Vay Oa dag | (Gas * dE 
@PH(A, &; 0) 


day Oas | APE 


Sy.alay,3 (A) — ay, (E)] 
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or, les intégrales de la première somme valent O[L*-”(X, £)] et leurs 
dérivées relatives à X existent et valent O[L'~"(X, =)] (4, IL, th. 5, 
p. 153); il en est de même de la dernière intégrale (id., tbid., et 
remarque, p. 156); en multipliant par o(&)dSz et intégrant, on voit 
bien que le résultat est lipschitzien d’exposant h. Viennent ensuite 
les termes 


({m—1) 0 0 {m) ou 
Cat MES v GN ease My“ : 
OH( A; E; 0) 
day 


x Ly by(A) dV\dSs ; 
on effectue le coefficient de o(&)dSz en faisant sortir du signe f 


dam s(X t DRE NE 
les se et l’on voit ainsi que le résultat est encore lipschitzien 
a 


0. 
d’exposant h. Méme procédé pour 


(772 —1) 


LR Coty PA 
ES) + = ) 26 am,p(X 
i zt (aa x) Bam) 
(™) OH E ‘ ; à É 
x [ Ds O6 Ai 0)[e(A) + g*] H(A, B 0) dV, AS. 


Si maintenant n>1, 


(72 —1) (m) 
a i) 0 e dna : as ; 
i} dE) (5 + 7) Saama(X) [ Dag ies On Nene Ae 


tn $ f [m) ee ) ) 
s’écrit en faisant sous le signe f l'opération oa > bg et en faisant 
Ty La À 
’ dan. : À ne 
sortir les sat on voit encore que ces termes sont lipschitziens 
“Oo 
d’exposant h. 


La proposition est donc démontrée. 
_ Regardons S comme fixe, ainsi que l'exposant lipschitzien h<1 
des b,, de c, de 4 et des dérivées des a, 5. De plus, on suppose fixes 
une limite inférieure positive du déterminant des a,.s, et des limites 
supérieures des valeurs absolues des a, :, des b,, dec, de v, des 
dérivées des a,,, et des limites supérieures des coefficients lips- 
chitziens de toutes ces fonctions pour l’exposant À; le nombre get le 
domaine borné hors duquel les coefficients de % sont constants, sont 


SUR CERTAINS PROBLÈMES NON LINÉAIRES DE NEUMANN. 270 


aussi supposés fixes. Enfin soit M une limite supérieure des valeurs 
absolues de Ow et de ses dérivées, et du coefficient lipschitzien de 
celles-ci pour l’exposant h. Enfin nous supposons que la résolvante 
de l'équation de Fredholm qui donne 5, admet une limitation fixe 
O[L*"(X, A)]. Il est clair alors (') que les dérivées de 5 sont O(M) 
et que leur coefficient lipschitzien pour l’exposant h est aussi O(M). 


3. Conditions de Lipschitz pour les dérivées secondes du potentiel. — 
Su les b,, cet les dérivées des a, 4 sont lipschitziens d'exposant h <1, et 
su les dérivées secondes des coordonnées des points de S et les dérivées de 
la densité a sont ee d’exposant h, les dérivées secondes du 


potentiel 
(7 — NG 
u=f G(X, A)o(A)dS4 


sont lipschitziennes d’exposant h dans OD; elles sont aussi lipschitziennes 
d’exposant h hors de 0 + 8. 


D'après le lemme (§ 1), il suffit d’établir le théorème dans le cas 
particulier où une partie de S coincide avec x,—0, @ étant situé 
dans la région x,, >0; si C est la frontière de cette partie de S, on 
peut en outre supposer que X reste à une distance de C supérieure à 
un minimum positif fixe; cette dernière hypothèse permet de ne con- 
server que la partie de S située sur x,, — 0. 

Changeant un peu la notation, nous nommerons S cette partie con- 
servée de la multiplicité d'intégration, dont la frontière est C. Soit 


(ni—1) 
F(X)= f. CRAN Asse. 
ro) 


on a, tant que X n’est pas sur 5, et si 24m, 


Dre Le ER A) + EUX A) Joa) dS. 


OX 


(7 — 2) 


({m— 1) 
+f ine G(X, Aya(A) ma AAS, 


(*) On omet ici des considérations de continuité semblables à celles qui sont 
indiquées ailleurs (VII, 7 et XIV, 2, 5). 
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dS’, étant l'élément de €, et &, étant l'un des cosinus directeurs de la 
normale à € située dans a, = 0. 

Dans cette expression, puisque L(X, A) >à>o quand A varie 
sur €, les dérivées secondes de l'intégrale d’ordre m — 2 existent et 
sont continues. 

L'intégrale précédant celle-ci est un potentiel de simple couche 
dont la densité est lipschitzienne d’exposant A; done (VII, 5) les 
dérivées de cette intégrale existent dans @ et hors de M+ S et elles 
sont lipschitziennes d’exposant A dans chacun de ces domaines. 

Il reste a étudier les dérivées de 


[Ex A) + EX, A) ]e(A) dS, 


et à prouver qu'elles sont lipschitziennes d’exposant A. Pour cela nous 
remarquons, comme dans la proposition précédente, qu'il suffit de 
faire la démonstration pour les dérivées de 


(m—1) r 
x)= fi [3 AP) + SD oA) ay 
Ss 


OX, 04; 


Prenons d’abord la dérivée relative à vg, pour 8 <m, de la fonction 


(m—1) OH(X, A; 0) OH(X, A; 0) 
OE AS frre ae. 
s 5 fe 


Je dS;; 
sous le signe d'intégration, on a une somme de termes tels que 
F(X, A)MA) aSy, 


ou 


MA) =a(A) GL, 


fonction lipschitzienne d’exposant /; d’autre part 


Of ) 
Jag = OIL" (X, AD], Ee he i = O[ L?-"(X, A)], 
Ca à ae 0 (a à 
0x8 Oxy 7: CHOSES dx ne à wim = OLLIM(X, A)]; 
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par suite (I, 4, 6) 


0 (m—1) (m—1) 
sath I(X, os Lx AYINCAY— 1X) aS iy 


+100 [7 (fos D 


[pour définir A(X) hors de S, il suffit de prendre o(X) indépendant 
de +, |; cette expression est lipschitzienne d’exposant A (I, 11). 

Prenons maintenant la dérivée relative à ag, pour f<m, de la 
fonction 


x (772 — 1) 
et 
S 


Si d'abord n=1, nous isolons du coefficient de 5(Æ)dSz, après 


[I 


0 à (772 ' 
Gr REA 7 ‘ { (72) = iq 
ae + ae) f HOG As o)Wie(A, B) av, dSe 


dérivation sous le signe Je les termes 


0 0 ™) 9H H(A, &; 0) 
eo Fag V6 A5 0) Braleya A) — ee Nas 


qui s’écrivent (b, II, th. 6, p. 157) 


ee es Lae 
. JR da, 0x8 2yolay,5(A) — a, 5(E)] 


P(A, Bj 0), oH ay a 
aoa ae ee aan” Oe, 


H(A; Es 0)) sy! 
2, 5[ay,5(A) — a,,5(Æ)] ee | AV 


or ceci est O[L'+/"(X,=)] et ses dérivées relatives à X existent et 
sont O[L/—"(X, =)] (4, IL, th. 5, p. 153, et remarque, p. 156); donc 
en multipliant par o(E)dS: et intégrant, le résultat est lipschitzien 
d’exposant . Les autres termes relatifs à n >1 s’étudient de même : 


‘ils sont tous lipschitziens d’exposant A. 


Il reste à étudier la dérivée par rapport à æ,, de I(X). Il revient au 
même d'étudier Ba dina) ge on voit toujours de la même façon que 
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cette expression est lipschitzienne d’exposant h (voir le paragraphe 


a 
précédent) ; il en est donc de même de ~— 


nt 
T7 


Nous avons ainsi démontré que les dérivées secondes autres que dE. 


sont lipschitziennes d’exposant / dans chacun des domaines indiqués ; 
pie 


Regardons S et A comme fixes (h<1); regardons encore comme 
fixes une limite inférieure positive du déterminant des a,, et des 
limites supérieures des valeurs absolues des a,,, des b,, de c, des 
dérivées des a, 4 et du coefficient lipschitzien de toutes ces fonctions 
pour l’exposant A; g et le domaine borné hors duquel les coefficients 
de & sont constants, sont aussi supposés fixes. Soit M une limite 
supérieure des valeurs absolues de co et ses dérivées, et du coefficient 
lipschitzien de celles-ci pour l’exposant A. Alors il est évident que les 
dérivées secondes de wu et leurs coefficients lipschitziens pour |’ CxEDS 
sant A sont O(M) ('). 


d’après l'équation aux dérivées partielles, il en est de même de > 


4. Généralisation. — Si maintenant 


(7 —1) 
u(Xy= fi Gp(X, A)a(A) dSy ( p> 1); 
s 


la différence 


P (mn) (m—1) 
Saye G(X, Az (A) f Gl- (A, E)o(E)dSsdV, 


entre cette fonction et celle qui est relative à p —1, peut être consi- 
dérée comme un potentiel de domaine avec la densité 


qui est évidemment lipschitzienne d’exposant / s’il en est ainsi 
pour x; les dérivées secondes de cette différence sont donc lip- 
schitziennes d’exposant h, la frontière n’intervenant pas ici (AV 


(*) Même observation qu'au paragraphe 2. 
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Les propositions des paragraphes 2 et 3 s'appliquent donc à cette 


nouvelle fonction u. 


CHAPITRE XIV. 


PROBLEME NON LINEAIRE DE NEUMANN. 


1. Enoncé du problème. — Dans l’espace (x, a, ..., æ,), consi- 
dérons un domaine @ borné et ouvert. On suppose que les coordonnées 
des points de la frontière S de @ s’expriment comme il a été dit (II, 1) 
et que les dérivées secondes de ces coordonnées par rapport aux para- 
mètres existent et sont lipschitziennes d’exposant h < 1. 

D’autre part, on considére une équation aux dérivées partielles 


du Ou ! 
Y 2 Ne aoe OT 7 AN CE à 
(1) 20,8 da,B(u; xX; rue =0( 5; u;-À,; ) (sa > 0) 


dépendant d’un paramètre t; a, 8(u; X;t) est mis pour 


By, B( U5 Li, Los 2+.) Lm} À) 
® Ou | -X: : 
et date ; £) est mis pour 
du Ou 
Di ——, +++) —— 3 U3 2, ..., Lm; tt); 
(oe 9 OL? 415 my) 3 


on a, comme d’habitude, a, s — as. On suppose que cette équation 
est satisfaite dans le domaine © et pour la valeur ¢, du paramètre 
quand uw est remplacé par une fonction connue w, dont les dérivées 
secondes sont lipschitziennes d’exposant A. On suppose encore que, 
si X appartient à @® + Setsi 

Us 


Pa OX», 


(æ—1, 2, ANDRE m) 


Lu —u;|, 


et |&—1,| sont assez petits, l’équation est du type elliptique et les 


fonctions 
aa p(u, X; 6) (NE Encore NES LÀ) 


et : 

P(pa; u; X;t) 
ont, par rapport aux variables autres que ¢, des dérivées secondes 
qui sont fonctions lipschitziennes d’exposant 1 de ces variables, avec 
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un coefficient indépendant de ¢, et fonctions continues de l’ensemble 
de ces variables et de ¢. 
Sur S, on se donne la condition 


Ou | 
(2) 7 + du; X; ¢)=0, 


où les ©, sont les cosinus directeurs de la normale dirigée vers l’exté- 
rieur de @. On suppose que cette condition est satisfaite pour t= to, 
u = uy. On suppose que les dérivées troisièmes de U(u; X; t), relati- 
vement aux variables autres que ¢, existent et sont fonctions lips- 
chitziennes d’exposant 1 de ces variables, avec un coefficient 
indépendant de ¢, et fonctions continues de l’ensemble de ces 
variables et de ¢, pourvu que X appartienne à S et que |u — u,| et 
|t— 1, | soient assez petits. ; 

Enfin on suppose que le probléme de trouver une fonction ¢ telle 
que, dans @, 


| de 0® (du à de 

5 eve CAEN TR RL ft PAS PE ANS ve 

(3) 24,8 Vx,8( Uy 5 D, 6e 0) On, 0m Do \ 0x9? Uy; X; tol ape 

— 0a.8 es oO? Uy 0% es : wv. 2: 
Si EDS du (ty 3 X; 0) Ix, dag ae Ou ag’ Uy ; X; 1) | == 05 
et que, sur 5, 

Dy 
4 v Q : nee 
(4) 22,8 Da da. B(Uo; X ; to) 0x8 


Ou, y 


Oa À 0 : 
rs [2.90 SE (us: X ; Lo) Bag + (oi X:; «| = 0, 


n’admet que la solution zéro. 

On donne à ¢ une valeur autre que 4, et l'on propose de trouver une 
fonction u remplissant dans @ la condition (1) et sur'S la condition (2). 

Il sera démontré dans la suite de ce chapitre que, si|¢ — ¢, | est assez 
petit, ce problème a une solution. Si en outre on exige que les valeurs 
absolues de 4 — uy et de ses dérivées jusqu’au second ordre, ainsi que 
leurs coefficients lipschitziens pour l’exposant À, n’excédent pas un 
maximum assez petit, cette solution est unique (*). 


FC QE Wat bi S ELE Rd ale IR PO EAP PE OT EN DER RES 
(1) La même conclusion subsiste dans des hypothèses plus larges, mais alors 


les exposants lipschitziens introduits par les approximations successives 


décroissent en progression géométrique; cela nécessite des raisonnements sup- 
plémentaires qui pourront étre exposés dans une autre occasion. 


SUR CERTAINS PROBLÈMES NON LINÉAIRES DE NEUMANN. 285 . 


2. Formation des approximations successives. — En désignant par t 
la valeur donnée du paramètre et par Uo, U,,..., Ua, . . ., les approxi- 
mations successives dont nous allons expliquer la formation, nous 
posons 


d 
Ax Bin = Ay,B (Un; X; Byes Don in (a Ua 2); 
% 
Puy BE EEE Ne 
LA dap oh os i a (at < ed ha AIS t); 
d 
du 


EE (tin Xs Does + ale t); 


n= 2.6 — 


Bu, X; Rs pen 


Ody, 
Un = 22,802 


Wi 

— ®, nl ee A 

Nous connaissons déjà &,. Si nous connaissons u,, nous chercherons 
une fonction k, telle que dans @ 


Orth, 
B.n 02,028 


Oh, 


= 2:04 Ox, 
ed 


A Cn hn=— F Uy, 


22,6 Ay, 


et que, sur 5, 


On 


2,8 BDa afin xe + Vrhza=— Ou, 


et nous poserons 
Un ln Ne (RONA ER CO 


Si u,— u, et ses dérivées premières et secondes ont, dans D +5, 
des valeurs absolues assez petites, si le coefficient lipschitzien de ces 
dérivées secondes, pour l’exposant A, est inférieur à un nombre fixe, 
et si|¢—t,| est assez petit, je dis que /, existe, ce qui entraine que 
u,, existe. En effet la valeur absolue de a,,8, — dz,9( Uo; X3 t)) est 
aussi petite qu'on veut; on voit de même que ses dérivées premières 
et secondes sont aussi voisines de zéro qu’on veut. De même 


et ses dérivées sont aussi voisins de-zéro qu'on veut. Si nous prenons 


O” uy OD / du, : ) 
rr > X : AE glob EM XxX: 
2.8 2s F (us ay sn pe 0x4 028 du (se; oi A} fo) 


cette fonction, elle aussi, est aussi voisine de zéro qu'on veut, et l’on 


286 GEORGES GIRAUD. 


constate en outre que son coefficient lipschitzien pour l’exposant / est 
inférieur à un nombre fixe, ce qui entraine que le coefficient relatif à 


l’exposant s est aussi petit qu’on veut (voir d, III, 1, p. 218). Enfin 


da : Ou Ov f. 
Bats «.B A LT: SM bo Xs 
Vn mi, 8 Do, ds (ty; X; 0) Oar 7 X; ty) 


et ses dérivées par rapport aux paramètres des points de S sont aussi 
voisins de zéro qu’on veut. Pour en déduire l'existence de h,, il suffit 
de prouver que le déterminant de Fredholm du système d'équations 
intégrales, itéré un nombre assez grand de fois, auquel se ramène la 
recherche de k,, diffère aussi peu qu’on veut du déterminant corres- 
pondant du système auquel se ramène la recherche de la fonction ¢ 
satisfaisant aux conditions (3) et (4); pour un certain nombre d’ité- 
rations, ce déterminant n’est pas nul, d’après l'hypothèse. 

Pour prouver ce dernier point, nous adoptons une méthode fixe 
pour prolonger hors de @ les coefficients de l’équation en k,, à savoir 
la deuxième méthode indiquée au Chapitre X, paragraphe 3 (voir 
aussi XI, 8); en effet ici les d, sont lipschitziens (ils ont même des 
dérivées continues), et les 


043 Gn 
Dan a, dxg 


ont des dérivées lipschitziennes d’exposant k et de coefficient borné. 
Le nombre s,, qui intervient dans la méthode de prolongement, sera 
choisi indépendant de n; le nombre appelé / dans la méthode peut 
être ici pris quelconque inférieur à 1, par exemple égal au nombre / 
actuel. La méthode indiquée permet alors de ne plus rien laisser 
d’indéterminé. Les prolongements des différences 


Au. B,n — Ax,8(Uy; X; ty) 


et leurs dérivées, ainsi que le coefficient lipschitzien de celles-ci pour 
: : 

lexposant A, sont aussi petits qu’on veut; de même les prolonge- 
ments des 


0® / du 
I OAS a ar 
2a,n Pa Ga Uo; X ; ts) 


et leurs coefficients pour l’exposant À sont aussi petits qu’on veut. 


sant h. Alors Fu,, Ou, et les dérivées de Ou, sont O(M, 
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SOU au coefficient de A dans l’équation, il devra être dans tout 
l'espace lipschitzien d’exposant A et en outre négatif hors de @: on y 


parviendra en transformant d’abord l'équation (1) de façon que le 
coefficient de + dans (3) devienne négatif sur S$; il suffit pour cela 
d’y remplacer w par uw, en choisissant æ convenablement, car on 
constate que c’est le même calcul que pour une équation linéaire 


(b, V, 3° application, p. 223); la fonction y sera, dans tout l’espace, 
égale à ce coefficient augmenté de la on aN ee (y est alors nul hors 


d’un certain domaine Benny: 

Pour former la fonction G(X, 2), on peut alors utiliser l’équation 
intégrale (V, 4), g étant supposé assez grand. On en conclura sans 
peine (a, Il, 24, p. 83 à 86), que si G se rapporte ainsi à la détermi- 
nation de h, et G’ à celle dev, ona 

[GX B)— GX) ali "1X, 5), 

étant aussi petit qu’on veut; la différence du premier membre peut 
étre dérivée jusqu’a trois fois, dont deux par rapport aux coordonnées 
de X et une par rapport a celles de &, et toutes ces dérivées d’ordres 
divers remplissent des conditions semblables, l’exposant de L au 
second membre diminuant de 1 à chaque dérivation. Des raisonne- 


_ ments tout pareils (a, II, 24, p. 83 à 86) amènent enfin à la conclusion 


que les déterminants de Fredholm relatifs à ¢ d’une part, à h, d’autre 
part, pour un même nombre d’itérations, sont aussi voisins qu’on veut 
l’un de l’autre; si la différence est assez petite, la valeur absolue de 
l’un des déterminants relatifs 4, a une borne inférieure positive, ce 
qu’il fallait démontrer. 


: 


3. Convergence des approximations successives. — Soit M, une limite 


supérieure des valeurs absolues de h, et de ses dérivées premières et 


secondes, et du coefficient lipschitzien de ces dernières pour |’expo- 
7 yet leurs 
coefficients oselsteiens pour l’exposant À sont O(M?_,)(voir b, VI, 3, 
p. 238 à 240). 

Considérons alors notre système d’équations de Fredholm [voir XI, 
3, équations (4) et (5)]. Les deux inconnues ¢, et c, sont évidemment 
O(M;_ ,). L’équation qui traduit la condition dans @ prouve que p, est 
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lipschitzien d’exposant L et de coefficient O(M,,). Si maintenant 


nous prenons l'équation qui traduit la condition sur S, les dérivées de 
l'intégrale d'ordre m existent et sont lipschitziennes d’exposant h et 
de coefficient O(M?_,) (IV, 1). Par conséquent (XIII, 2 et 4), les 


n— 


dérivées dec, existent et sont O(M?_,), et leurs coefficients lipschit- 


n— 
2 


ziens pour l’exposant existent et sont O(M, ,). Par conséquent 
encore (IV, 1; XIII, 3 et 4), les dérivées secondes de h, existent et 
sont lipschitziennes d’exposant A; en outre h, et ses dérivées pre- 
mières et secondes, et le coefticient lipschitzien de ces dernières pour 
l’exposant h, existent et sont O(M,._,). 

Il résulte de là qu’on peut prendre 


M,= kM? 


HN 


k étant indépendant de n, pourvu que u,_,— u, et ses dérivées pre- 
mières etsecondes soient assez voisins de zéro, le coefficient lipschitzien 
des dérivées secondes pour l’exposant À étant borné. Or, toutes ces 
conditions sont remplies à la fois et il y a convergence, en vertu de la 
relation précédente, pourvu seulement que M, soit assez petit, ce qui 
a lieu si 2 — 1, | est assez petit comme on le vérifie facilement. 

Donc u, tend vers une limite u,, et ses dérivées premières et 
secondes tendent vers les dérivées premières et secondes correspon- 
dantes de uw, qui sont, de plus, lipschitziennes d’exposant À. Si l’on 
fait tendre x vers l'infini dans les conditions relatives à h,, on trouve 


USE 0: Ou, = 0; 


le problème posé a donc une solution si {¢ — 4, | est assez petit. 


4. Unicité de la solution. — Soit u une solution quelconque relative 
à une valeur de ¢ assez voisine de £,. Soit M la borne supérieure des 
fonctions 
O(u—u,) 


Teh 
| ua, OX», 


Oxy, 0x8 


en — Us) 


et des coefficients lipschitziens minima (') de ces dernières pour 
BS SEB LE SSN EE RS CRE ENS A I ORT! Se: 


(1) On peut nommer ainsi, pour la fonction 9(X) quelconque, la borne supé- 
rieure de | o(X) — @(Y)| L-"(X, Y). 
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P h(a, 5 vi 
exposant (a, 5—1,2,...,m). On a évidemment 


0? (u — uw.) Te 


b d(u—u,) 
Ox, 0x HAN ET: PRE 


Te + ¢,(u—u,)=O(M?*), 


Y : 
2,6 Ay 8,2 


0(u— uz) 
xp 


2,6 Do 43.8,» 


+d(u—u.)=O(M); 


les dérivées du dernier second membre et leur coefficient lipschitzien: 

pour l’exposant /, et le coefficient lipschitzien du second membre de 
la première équation pour l’exposant h sont O(M?). De là résulte 
immédiatement (VII, 4, 5; XII, 2, 3) l'inégalité 


M<O(M?); 


donc, si M est assez petit, M est rigoureusement nul et u = u,. 


5. Cas où t West pas arbitrairement voisin de t,. — St Von sait seu- 
lement limiter u et ses dérivées premières, indépendamment de t, cette 
limitation étant telle que le déterminant des a, 4 ait une limite inférieure 
positive,et st l'on est sûr que l'hypothèse relative à (3) et à (4) est vérifiée 
pour toute valeur de t (dans un intervalle comprenant t,), on est stir de 
pouvoir, par la répétition du procédé précédent, atteindre n'importe quelle 
valeur de t (dans cet intervalle). 


Montrons d’abord qu’on sait, dans cette hypothèse, limiter les 
dérivées secondes de wu et leur coefficient lipschitzien relatif à l’expo- 
sant h. Nous écrivons pour cela les équations (1) et (2) sous la forme. 


du du 
8 Sie a ear EN oO fi) ah TRANS 
(5) Zap dr p(u; X; 1) Fn, dae ua o( 5; pee, t) u, 
(6) 2,804 4 px) 
20,6 Do Lo.f 3 À; 0x8 3 À €), 


et nous considérons comme connus les seconds membres et les 

a, e(u, X, t). La fonction w est alors la solution d’un problème linéaire 

de Neumann ayant une solution et une seule (XI, 17). En nommant f, 

et o, les seconds membres des équations (5) et (6), les inconnues ¢, 

et s, du système de Fredholm auquel on est conduit, sont données par 
Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — Ocropre 1932. 37 
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des formules telles que 
(7) 


(4u— 1) 
BRP RUD Le MX FCM Aa f M,(X, A)g (A) dSa, 


m— 1) 


(m) ( 
a(X)=e(X)+f MX AAA) A+ f M,(X, Ag, (A) dSa, 


M,, M, Ms, M, étant donnés par la théorie de Fredholm; on vérifie 
facilement que | 


|M,(X, A)— G(X, A)|SAL*-"(X, A)  (m>3) 


(si m—3, on met un exposant compris entre o et —1, limites 
exclues; si m— 2, le second membre est à remplacer par #). Je dis 
que si l’on prend pour la constante / la borne inférieure des valeurs 
possibles et si les coefficients de (5) et (6) varient sans cesser de 
remplir nos hypothèses, # reste borné. II suffit pour cela de faire voir 
que (sim >3)L™*(X, A)[M,(X, A) — G(X, A)] varie continûment 
quand X, A et les coefficients varient continüment (ces coefficients 
appartenant à un champ de fonctions également continues) ('); or si, 
pour un nombre déterminé d’itérations et pour certains coefficients 
particuliers, la fonction déterminante de Fredholm n’est pas nulle, il 
est évident qu’une variation infiniment petite des coefficients, de X et 
de A fait varier infiniment peu l’expression précédente; si la fonction 
déterminante est nulle, mettons un coefficient À variable devant toutes 
les intégrales de notre système d’équations de Fredholm et traçons 
dans le plan de la variable complexe A un cercle y de centre 1 n'ayant 
à son intérieur pas d’autre racine de cette fonction déterminante 
que À—1; M, dépendant maintenant de X, de A et de A, nous le 
nommons M,(X, A; À); le point À =1 n’est pas un pôle (pour X 4 A), 
de sorte que 
Lmi(X, A)[M,(X, A; 1) — G(X, A)] 
= A ue A; 2) —2G(X, A) 


2TL PER 


la continuité est visible sur cette nouvelle formule. L'existence d’une 


(1) Pour X — À, il n'y a pas continuité, mais indétermination dans un inter- 
valle borné. 


‘ 
{ 
| 
| 
L 
î 
| 
L 
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Sa 


borne supérieure pour # en 1 résulte. Sile nombre p qui intervient dans 
fal le système de Fredholm (XI, 3, 13) est assez grand, on vérifie de 
4 même A M, et Ms sont bornés, ainsi que, > 


‘La (X, A)[M,(X, À) —@G(X, A)]. 


Donc les valeurs absolues de o, et de 5, ont des tes supérieures 
connues; la seconde équation (passage cité) donne alors une limite 
supérieure du coefficient lipschitzien de 6, (VII, 4); on a donc (VII, 5) 
une limite supérieure du coefficient lipschitzien des dérivées de u 
pour l’exposant A. Par suite les coefficients lipschitziens du second 
membre de (5), des dérivées du second membre de (6) et des dérivées 
des a, g(u, X, t) pour l’exposant À ont des limites supérieures connues; 
on en déduit une limite supérieure du coefficient lipschitzien des 

1 dérivées de 


(m) 


OG(X, A)pi(A) dVa 


ASE | pour l'exposant RCE 13). Par suite (XIII, 2, 4) on a une limite 
LENS supérieure du coefficient lipschitzien des dérivées de a, pour l’expo- 
sant À. Done enfin (XIII, 3, 4) on a une limite supérieure des 
3 dérivées secondes de wu et de leur coefficient lipschitzien pour l’expo- 

; sant h. | 
paar: L'hypothèse sur les équations (3) et (4) entraine alors pour les 
1 noyaux résolvants des systèmes correspondants de Fredholm des limi- 
ts 3. tations semblables a celles qui ont été établies il y a un instant à 
propos des équations (5) et (6). En effet toute suite infinie de 
fonctions wu, relatives à des valeurs de ¢ tendant vers une limite #', a au 
moins une fonction limite pourvue de dérivées secondes lipschit- 
ziennes d’exposant / et satisfaisant au problème relatif a¢—¢'('). On 
en conclut aisément que ¢ peut atteindre n’importe quelle valeur de 
l'intervalle, car si, pour chaque valeur de #, on prend le nombre mini- 
mum d’itérations tel que la fonction déterminante ne soit pas nulle, ce 
nombre minimum est supérieurement semi-continu; si donc il existait 
une valeur?’ de ayers laquelle on puisse tendre sans pouvoir l’atteindre, 


(i ) Voir Pau Monte, Sur les suites infinies de fonctions. Thèse, Paris, 1907, 
p:21 (cette thèse a aussi paru dans les Annales de l ‘Ecole Normale, t. 2h, 1907). 
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ce nombre minimum d’itérations serait borné supérieurement, et l’on 
pourrait ne raisonner que sur les fonctions déterminantes, en nombre 
fini, correspondant à un nombre d’itérations inférieur à cette borne 
supérieure; la plus grande des valeurs absolues de ces fonctions 
déterminantes n’est pas nulle, et comme elle varie continument, elle a 
un minimum positif; ceci contredit évidemment l'hypothèse qu'on ne 
peut atteindre la valeur 2’; done cette hypothèse est fausse et le 
résultat annoncé en résulte ('). 


CHAPITRE XV. 


AUTRE PROBLÈME NON LINÉAIRE DE NEUMANN. 


1. Énoncé du problème. — Soit ® un domaine borné et ouvert; en 
plus des conditions (IL, 1), nous supposons que les dérivées secondes 
des coordonnées des points de sa frontière S sont lipschitziennes 
d'exposant A< 1. Soient a 8(X;t)(a, B—1,2,...,m;a,8— ag.) 
des fonctions dont les dérivées existent et sont lipschitziennes d’expo- 
sant À relativement à X (avec un coefficient indépendant de £), ces 
fonctions étant continues par rapport à l’ensemble de X et de ¢quand X 
est dans D +S et ¢ dans un certain intervalle (4,,t,); on suppose 
que si |’ —t’| est assez petit, le coefficient lipschitzien des 


aa B(X; t’) — a p(X; t") 


pour l’exposant / est aussi petit qu’on veut. Soit encore ®(p,; u; X;#) 
une fonction continue quand X est dans @+ Set ¢ dans (4,,4,) et 
que les différences 


u—u(X) et pe — =— (ee ut Re TRAY (38) 
4% 


(*) Les mêmes considérations peuvent être employées pour justifier ce qui a 
été dit à propos du problème non linéaire de Dirichlet (b, VI, p. 242; d, II, 
14, p. 245). 
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sont assez voisines de zéro, 4, étant une certaine fonction dont les 
dérivées secondes existent en tout point de @ et dont les dérivées 
premières sont lipschitziennes d’exposant À dans @; on suppose, en 
outre, que, pour ces systèmes de valeurs des variables, les dérivées 
de ® par rapport aux variables autres que ¢ existent et sont continues 
par rapport à l’ensemble de ces variables et de ¢. Enfin soient o(x) 
et U(X) deux fonctions définies quand X appartient à Set dont les 
dérivées existent et sont lipschitziennes d’exposant h. 
On considère les deux équations 


Ou i 
(1) 22,6 42,8 (3 D a =O( ae ie ‘), 


(2) Xa,8 Da da,8 Fag + HY) meet); 


qui doivent être satisfaites, la première dans @, la seconde sur S et 
qui par hypothèse sont satisfaites pour 


ety l Sly bay) et DU CA): 


On suppose que les deux équations en ¢ 
E i O29 
(3) Xa,8 a,8(X; Le, dxs 
du, : TS ov 0 Ou, , 1 is 
S$ x OPx val oat Uy ; XxX: ts) a = Ou eo bo ; X; t,)o=0, 


4 “ Ov 
(4) 2,8 40,8 (X Bele ge PEE) = 0, 


où X varie dans @ pour la première, sur S pour la seconde, ne sont 
satisfaites simultanément que pour ¢ = o. 

t ayant une valeur quelconque dans (t,,%), le problème est de 
trouver une fonction w remplissant les conditions (1) et (2). Ce pro- 
blème a des cas particuliers communs avec celui du Chapitre pré- 
cédent, mais si l’on compare les hypothèses de régularité, on verra 
que ce n’en est pas un simple cas particulier. 

Nous allons démontrer que si ¢ est assez voisin de ¢,, ce problème a 
une solution. Si l’on exige en outre que u — u, et ses dérivées soient 
assez voisins de zéro, la solution est unique. 
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2. Formation des approximations successives. — Posons 


NI OO You du, ies 
yam 5 ( Se Pega En be ; 
aD / Ou, ‘Ee 
OT eR TER rth ETES . ° X: t 
C= an (Ge ’ 02»? U ; À; ), 


W (py; u; X;t)=®(pa;u; X;t)+ ZobaPa CU. à 


Uy 


: d ; RE à l 
Si t—t, u — us, et les Paige sont assez voisins de zero, les 
x 


dérivées de W par rapport aux variables wu et p, sont aussi voisines 
qu’on veut de zéro. 

En prenant pour ¢ la valeur donnée (assez voisine de ¢,), nous 
prenons comme approximations successives les fonctions wu, définies 
de proche en proche par la condition dans @ 


Ou 
+ Cum = (SE; 1,5 Gp ‘) 
a 


Ours, 


Otis 
ates i 
CE 


0x, 0x8 


Zap Ga,8 = yO 


Ox 


et par la condition sur S 


i OUn+. À : 
Xz,8 ta,8 Bx as + Un VX) = o(X). 


I] faut d’abord montrer que, si t— 1, est assez voisin de zéro, tous 
les w, existent. Or, dans ce cas, les 


aa B(X ; t) — as g(X; ty), 


} du : 
by + ae (Ses SEE i), 


F Pa Oxg ? 


0® / du, : 
is aS Ts Uo; X 5 Lo 
Ou \ 0x, 


sont aussi voisins de zéro qu’on veut; comme, d’autre part, tous ces 
coefficients sont lipschitziens d’exposant A, il en résulte que la fonc- 
tion déterminante de Fredholm, pour n’importe quel système itéré 
d'équations de Fredholm correspondant à notre problème, varie aussi 
peu qu'on veut si ¢ varie assez peu; or, pour t= t,, certaines de ces 
fonctions déterminantes ne sont pas nulles (XI, 5); une de celles-ci 


les 


et enfin 
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seh: n’est don 
y _ existent (' rhe | 
_A vrai dire, ce raisonnement est eee parce qu’ il ne prouve 
_ pas a 1e les fonctions w, successives, données par des équations inté- 
grales telles que les équations (3) à (5) du Chapitre XI (§ 3) ont des 
dus secondes. Mais ce point peut s’établir ainsi qu’il suit. Tout 
d’abord les dérivées de wu, sont lipschitziennes d’exposant h; donc le 
sccond membre de lPéquation à laquelle wu, satisfait dans @ est 
lipschitzien d’exposant 2; donc les dérivées secondes de u, existent 
en tout point de ®; mais de plus, o(X) étant lipschitzien d’exposant h, 
‘ainsi que }(X), la fonction 6, [ XI, 3, équations (4) et (5)] est lipschit- 
zienne d’exposant / (VII, 4); par suite (VII, 5) les dérivées de u, 
sont lipschitziennes d’exposant À dans ® +S. On prouve de même 
que si les dérivées de u, sont lipchitziennes d’exposant h dans O+ 8, 
i il en est de même de celles de w,.,, et les dérivées secondes de w,., 
existent en tout point de ©. Ces deux faits ont donc lieu pour tous 
les My. 


) 


3 Convergence des approximations successives. — Soit 
ry 4 | Un+1 = Un +hr; 
alors 
| j Ph ET OR 
): ELLES NES n 
(3) TU a, 6 Ga. Oxy, 028 aes * Ox 
Æ ‘ /OUn z Oia 
oS) ides (es: pe + Je ne : He ot ‘) 
| a ah 
(6) : Da da 8 Da ue +400 he 


Soit M, une limite supérieure des valeurs a Mes de À, et de ses 
dérivées. Alors le second membre de (5) a une valeur absolue 
moindre que 4,M,_,, #, étant aussi petit qu’on veut pourvu que les 
valeurs absolues de 1—4,, des u, —u, (q=1,2,...,7) et de leurs 
dérivées restent assez petites. Si Æ est un nombre donné,o<k<1, 


er 


¢ ) Pour les équations dont Vinconnue est un nombre, l’analogue de la méthode 
du Chapitre précédent est la méthode de Newton, et l'analogue de la présente 
méthode est la méthode de fausse position. 
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( ne pas non plus nulle pour t assez voisin de iy. Done tous lesu, 


FRE 
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on aura, dès que /, sera assez petit, 


(7) M, < KkM;_.. 


Cette dernière inégalité est valable pourvu que 


M,+M,+...+M, <a, 


PEER 
a pouvant se calculer en fonction de /; or M, est aussi petit qu on 
veut si ¢ est assez voisin de 4, [pour x — 0, le second membre de (5) 
est à remplacer par 


du . 3 te 2 du, . EU’ 
UE Uys X50) 0 (5e ui Xi to) 


i r : du 
+ Esglas,8(X; to) — aa B(X; 1)] 


\ 


0x,0x8 
et celui de (6) par 
22, 8[ 42,8 (X; bo) — au, 8(X; t)| Bx a 
or, il résulte facilement du Chapitre XIII que les dérivées secondes 
de uw, sont bornées dans @]. Si ¢ est assez voisin de ¢, pour que 
M,<a(1 —/), Vinégalité (7) a donc lieu quel que soit n, et par 
suite, les fonctions &, tendent vers une fonction uw, dont les dérivées 
existent et sont continues dans +8. Si l’on calcule h, par des 
équations du type des équations (3) à (5) du Chapitre XI, on constate 
que la fonction 5, correspondante est lipschitzienne d’exposant / avec 
un coefficient O(M,_,) (VII, 4), et par suite que les dérivées de h, sont 
lipschitziennes d’exposant / avec un coefficient O(M,_,). Mais alors 


le second membre de (5) est lipschitzien d’exposant à avec un coeffi- 
cient O(VM,_2) (d, UT, 4, p. 222); on en conclut que p, est lipschit- 
zien d’exposant = et de coefficient O(V/M,») et que par suite, dans 
tout ensemble fermé intérieur à @, les dérivées secondes de h, 
valent O(VM,) et sont lipschitziennes d’exposant 5 et de coeffi- 
cient O(/M,,_.). Donc les dérivées de w, sont lipschitziennes d’expo- 
sant /dans ® + 5, et les dérivées secondes existent dans tout ensemble 
fermé intérieur à @. On conclut enfin du Chapitre XIII que ces 


dérivées secondes sont lipschitziennes d’exposant / dans @. 
La fonction w, répond donc à la question. 
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4. Unicité de la solution. — Soit u une solution quelconque de la 
question. Je dis que, si u—uw, et ses dérivées sont, ainsi que ¢—1Z,, 
suffisamment voisins de zéro, u — u.. En effet, en conservant la même 
signification pour les b, et pour c, 


du — Un) O(u — un) 
x 


Y 
24,8 2.8 da 028 + 2 0 Drm C(U — Un) 
Ou A un a 
= (oe uy X;1) —W( aay Un—13 X; 0); 


O(u — Un) à 

s3 Re) RAA 

23,6 CyB Do, 0x8 + Y(X)(u — ur) =0; 

si M, est une limite supérieure des valeurs absolues de u — u, et de 
ses dérivées, et si # est un nombre donné (0 < #1), on en conclut, 
sous les hypothèses faites, 


+ M,<AM,._,, 
d’où 
He (I hee 
5. Cas où t n'est pas arbitrairement voisin de t,. — Si l’on sait, pour 


toute solution correspondant à une valeur de £ comprise entre £, et ¢,, 
limiter indépendamment de z la fonction wu et ses dérivées, on est cer- 
tain de pouvoir, de proche en proche, résoudre le problème pour une 
valeur quelconque de ¢ dans cet intervalle. En effet les calculs précé- 
dents conduisent à des fonctions dont les dérivées sont lipschitziennes 
d’exposant L; alors, en considérant comme connu le second membre 
de (1), on peut, à l’aide des équations (3) à (5) du Chapitre XI, trouver 
une limite supérieure du coefficient lipschitzien des dérivées de u 
pour l’exposant X. Le raisonnement s'achève alors comme au 


Chapitre XIV. 


CHAPITRE XVI. 


LES: DÉRIVÉES SECONDES DU POTENTIEL DE DOMAINE. 


1. Tnéorème. — Si l'opération & u satis fait aux hypothèses Cv yet 
si en outre la fonction c, les dérivées des b, et les dérivées secondes des 


Ann, Ee. Norm., (3), XLIX. — Ocrosre 1932. 38 
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as sont lipschitsiennes d'exposant h<1; st, outre les hypothèses (II, 1), 
les dérivées des coordonnées des points de'S sont lipschitsvennes d’expo- 
sant h; si enfin 9 est lipschitzien d'exposant h dans le domaine A de 
frontière S, les dérivées secondes de 


(772) 
u(X)= G(X, A)p(A) dVa, 


“@ 


s 


où G est la solution élémentaire principale de FG = 0, existent et sont 
lipschitziennes d’exposant h dans D +5. 


Si l’on considérait un ensemble fermé intérieur à @, les dérivées 
secondes de w y seraient lipschitziennes d’exposant } même siles a, 8, 
b,, c étaient seulement lipschitziens d’exposant h. 

Dans les hypothéses énoncées, on peut écrire 


G(X, A) =o,(X)N(X, A)w(A), 


ou N peut être dérivé jusqu'à cing fois, dont trois fois par rapport à 
l’un quelconque des deux points, et où w, et w sont des fonctions 
positives dont les dérivées secondes existent et sont lipschitziennes 
d’exposant h (V, 20). 

Calculons une dérivée seconde, en supposant que X est dans @ : 


Œu Pa fie 2G à mea 
CE dx =| OXx dx [Le be p( )] A 


Tl Pa J'\MOGL ES i 
+800 f (sac + daz) ae OO A) as 
x DE EAU 
— 809 J. dcp ( X, A)@,,(A) ask: 


L'intégrale d'ordre m—1 est une dérivée d’un potentiel de simple 
couche dont la densité &,(A) est lipschitzienne d’exposant ; elle est 
done (VII, 5) lipschitzienne d’exposant A. 

La seconde intégrale d’ordre m porte sur 


O70), j O6, Oo ‘ 00) ON ON 
N(X, J — — A) +2 wo (A) (——— + —— 
Ox, 0x8 CATA) te xs da DORA xp as (5 x sa) 


do, ON . do ON 
a (Ge Be 


+ o4(X)@(A) (EE + 0 je 


dag 0x8 das daa? 


| 
| 
| 
| 
| 
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l'intégrale correspondant à chacun des termes est lipschitzienne 
d’exposant h (I, 1). 


. Caractères lipschitsiens d’ une intégrale. — Il reste donc à examiner 
mi la première intégrale qui figure dans notre expression de 
la dérivée seconde, et à prouver qu'elle est lipschitzienne d’exposant h. 

Pour cela (I, 8, 10), il suffit de prouver que, si à est positif et si l’on 
considère l'intégrale 
VON Puke 


Taz ds Xo AAV 


étendue aux points de @ tels que L(X, A) >, cette intégrale est 
bornée quand à varie. 


Or l'intégrale 
(m) 
Ô 0 AE . 
{ Ger ante Share 


étendue à la même région, est bornée comme portant sur O[L'"(X, A)]. 
Il reste donc a considérer 


(m—1) 
He Sue Tag CS A) (A) Aa, 


étendue aux points de L(X, i. = à situés dans @ et aux points de S 
tels que L(X, A) ><. Or l’intégrale étendue à n’importe quelle partie 
de L(X, A) — 3 est bornée comme portant sur O(6'~”), pendant que la 
mesure du domaine d’intégration est O(2"—'). 

D’autre part l'intégrale étendue à S entier est bornée comme déri- 
vée d’un potentiel de simple couche a densité lipschitzienne (VII, 5). 
Il suffit donc d’établir que l’intégrale étendue à la partie de & telle 
que L(X, A) <4, est bornée. 

On peut supposer © assez petit pour que toute cette région de & ait 
une même représentation paramétrique. Introduisons les paramètres 
$1, Sg) » + +» Sm de X(s,— 0 sur S). On a sous le signe d'intégration une 
combinaison linéaire des ris (k=, 2, ...,m), les coefficients étant 


lipschitziens. En retranchant l'intégrale étendue à la même région 


(m—1) 
fi @G(X,A)A(A) dS 
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0G .J: ayes 
intégrale qui est bornée, le terme en JS disparaît si A(A) est une 


fonction lipschitzienne Rae choisie. En remplaçant, dans 
ce qui reste, le coefficient 1,(A) de oe d(ti, oie tg Exe ops taba CEaNt 


les paramètres de A) par [p,(A)— u,(X)] + p(X), on est ramené a 


prouver que 
(m— fa 
{ de PAU? ena Cr) (kAm) ; 


est borné, ou encore qu’il en est ainsi de 
(m—1) ae 
f ge Al CECRCE PAT I 


Or cette dernière intégrale est 
(m—2) 
fo G&A) wT) aS, 


étendue à la frontière de notre région de S; dS, est l’élément de 
l’image de cette frontière dans l’espace (¢,, ..., tn_,) et les &,(T) sont, 
dans cet espace, les cosinus directeurs de la normale extérieure à cette 
image de frontière. Or, sur cette frontière, 


G(X,A)m,(T)—O(d-") 


_ Il nous suffit done de prouver que l’image de cette frontière a une 
mesure O(3"-?), 

Or soit t,= 5+ pv. (%=1, 2, .,,m—I1), avec Lv; =1, RENE 
Pour chaque système de valeurs des v,, est donné par une équation 


24,8 Àa,8 (Sa — ta) (sg — tg) + O[L' +1" (8, T)]— 0? (tm=0), 


dont le premier membre représente L?(X, A); les À, 4 sont des fonc- 
tions de S, et ces fonctions sont lipschitziennes d’exposant h; la forme 
quadratique qui a les À,8 pour coefficients, est définie et positive. 
Dès que ¢ est assez petit, la dérivée du premier membre par rapport à 
o est comprise entre ao et bo, a et b étant positifs et fixes; donc, dès 
que © est assez petit, notre équation en p a une racine positive et une 
nue inférieure à une certaine limite; cette racine est comprise entre 


- = et 5 * D'autre part si u,, fs, ..., 1, sont des paramètres à l’aide 
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desquels on exprime les v, de façon que X,v, —1,ona 


DECAL TON, dp . 
Ope” Opx | Our’ 


mais de l'équation qui donne ¢, on déduit 


Zyava(ay— Ly) dp + pE, a(ay— xy) oe a lux 0, 
d’où évidemment ; 
<? —0(6), 
et par suite at 1 
de <0 


Il en résulte bien que la mesure de notre image de frontière est O(2"-?) 
et le théorème énoncé est complètement démontré. 


CHAPITRE XVII. 


LES DÉRIVÉES SECONDES DU POTENTIEL DE DOUBLE COUCHE. 


1. Condition de Lipschitz pour les dérivées secondes de la densité. — 
St, outre les hypothèses (Il, 1), la frontière S du domaine borné ouvert @ 
est telle que les dérivées secondes des coordonnées de ses points existent et 
sont lipschitziennes d’exposant h <1; st les dérivées de la fonction 4 
(intervenant dans la définition des opérations @ et Z) existent et sont 
lipschitstennes d’exposant h; st, outre les hypothèses (V, 11), la fonction c 
et les dérivées premières des b., et secondes des a, 8 existent et sont lipschit- 
siennes d’exposant h; st enfin les dérivées secondes de la fonction u d’un 
point de'S définie par 


(rm —1) 
w(X)=o(X) taf ZG(X, A)o(A) dS, 
gee 


existent et sont lipschitziennes d’exposant h, les dérivées secondes de © 
existent et sont lipschitstennes d’exposant h. 
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Cela revient à prouver que les dérivées secondes de 


(77 —1) + 


1 ZG(X, A)o(A) dS 
3 


existent et sont lipschitziennes d’exposant /. Nous savons d’ailleurs 
déjà (VII, 6) que les dérivées de c existent et sont lipschitziennes 
d’exposant/; cela permet de supprimer de ZG le terme en G, c’est- 
a-dire de prendre ) = 2,b,0, (XIII, 3). 

Or (V, 20) on peut écrire 


G(X, A) =@,(X)N(X, A)o(A); 


les fonctions w et w, sont positives et leurs dérivées secondes existent 
et sont lipschitziennes d’exposant ; N peut être dérivé jusqu'à cing 
fois, dont trois fois par rapport à l’un quelconque des deux points. 
Par suite 


ZG(X, A)=o,(X)[N(X, A)Zo(A) + 0(A)ZN(X, A)]. 


Mais les dérivées de Zw(A) existent et sont lipschitziennes d’exposanth; 
en considérant w,(X)w(X)N(X, A) comme la solution élémentaire 
principale d’une certaine équation du type elliptique, on en conclut 
(XIIL, 5) que les dérivées secondes de 

(m—1) 


w,(X) N(X,A)o(A)Zo(A) dS, 


Ss 


existent et sont lipschitziennes d’exposant /. Il reste donc à étudier 
les dérivées secondes de 


(m—1) 
à ZN(X,A)o(A)c(A)dS:, 
S 


ou de 


a(ni—1) 


| ZIN(X, Nyo(A)on(A)] EO 


Sy, 

car cette intégrale ne diffère de la précédente que par une fonction dont 
les dérivées secondes sont lipschitziennes d’exposant h. Or la fonction 
entre crochets est la solution élémentaire principale d’une équation 
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qui satisfait aux mêmes hypothèses que l'équation donnée et où de 
plus le coefficient correspondant à c a ses dérivées lipschitziennes 
d’exposant / : nous ferons donc cette nouvelle hypothèse et nous 
appellerons G cette fonction entre crochets, et nous poserons ¢ = pu, ; 
nous sommes ainsi ramenés à étudier les dérivées secondes de 


(722 — 1) 
i ZG(X,A)p(A) dSy, - 
“5 


où | a ses dérivées lipschitziennes d’exposant h et où G est dérivable 
cinq fois, dont trois fois par rapport à X et deux fois par rapport à A. 
Or (VIII, 6) 


5 (m—1) (m— 1) à 
af ZG(X, Ayp(A) a= | Deyo. ce REG ee OH 
Sx s/s À JS 


À 0 (7 —1) d 
+ HOO gE ZGUX, A) dS. 
Mais il résulte des calculs déjà faits (VIL, 6; voir aussi XIII, 3) que 
(m—1) 
les dérivées secondes de f ZG(X, A) dS, existent et sont lipschit- 
Ss 


ziennes d’exposant /; il suffit done d’étudier les dérivées de 
(772 —1) 0 À ; 
fog 2GO6 AHA) — BOO] AS a. 
‘s œ 


Nous savons d’ailleurs, toujours par les calculs du passage cité, qu'ici 


y 7 7G(X, A) = O[ Lt (X, A)]. 
OS x 


En appliquant, à l’expression alors trouvée du premier membre, de 
nouvelles dérivations, on trouve que 


Oi dd No 
GA) O[LH”(X, A]; 
a Fig) eg BSD O[Li-(X, A)] 


cela suffit (1, 4, 6) pour que, en nommant 5, la partie de S repérable 
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à l’aide de s,, 52, ..., Sm—1y et en nommant C la frontière de S,, 


s {m—1) 
mt 7G (X, AJLECA) O0] dSa 
Ose Osx, 


ie OV Cer CX OAV X)]dS 
a a\ 0 Dia eae 
anh (G+ aE) OSs a )EB( ) | ( A 


rates 0 Op. Op. U 
as OSy Ray (Se ‘14 a as 


DP Be NIET QUE din 22 tm) 


Eire LG CR, ALMA) BOND) CT) dB, 


relation où À est supposé défini par dS,= ÀA(T)d(t,,...,14,,). L’in- 
tégrale d'ordre m— 2 a ses dérivées bornées (si X reste à une dis- 
tance de € dont la borne inférieure est positive, et nous savons que 
cette hypothèse est légitime). L’avant-dernière intégrale est lipschit- 
zienne d’exposant quelconque inférieur à 1 (I, |). La précédente est 
lipschitzienne d’exposant / (I, 7, 8). Reste la première intégrale où 
l'on constate aisément qu’en dehors de 
Pxy day 
Xymy(A) (SE — 7) 


OS, 058 Ot», tg} 
V 2,5: Ay RG A) ( Ly — ay) (x3— ag) 


(m—1) LAS Bg MER Ss DON Frege 
Feat @)) 


co ee 
VD(A) 


A) 


tout le reste est lipschitzien d’exposant / (I, 1); le terme mème qui 
vient d’être écrit est également lipschitzien d’exposant /, comme on 
le voit en reproduisant les calculs déjà faits (VIII, 6). Le théorème est 
donc démontré. 

Si l’on a une borne inférieure positive pour le déterminant des a, 
et si les az, les b,, c et celles de leurs dérivées d'ordres divers qui 
figurent dans les hypothèses, ainsi que leurs coefficients lipschitziens 
pour l’exposant 1 sont bornés (g étant fixe ainsi que le domaine 
borné hors duquel ces coefficients sont constants), et si M est une 
borne supérieure de u, de ses dérivées premières et secondes, et du 
coefficient lipschitzien de ces dernières pour l’exposant A, si enfin le 


. 
4 
i 
- 
4 
, 
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noyau résolvant de l'équation de Fredholm en 5 admet une limitation 
fixe OLLEECX, A)|, il est évident que les dérivées secondes de 5 et 
leur coefficient lipschitzien pour l’exposant / sont O(M). 

La même propriété a lieu si l’on remplace G par G, dans l'expression 
de u, et cela même si y éprouve un saut brusque au passage de S, 
7, étant lipschitzien dans @ et Een hors de D+S, avecl’expo- 


sant h. 


2. Condition de Lipschitz pour les dérivées secondes du potentiel. — 
St, avec les mémes hypothèses que précédemment (§ 1) pour ’S et | et pour 
les ass, ba, ©, on suppose que les dérivées secondes de 5 sont lipschitsiennes 
d’exposant h, les dérivées secondes de 


(nt 1) 

a(Xja—a f ZONE CA) dS, 
o 

sont lipschitziennes @exposant h dans ©; elles sont aussi lipschitztennes 

d’exposant h hors de ® +S. 


Il suffit de faire la démonstration pour @. On peut définir une fonc- 
tion 5 dans ® +8, de facon qu'elle coincide sur S avec la densité 
donnée et que ses dérivées secondes existent et soient lipschitziennes 
d’exposant /; en effet, dans une partie de @ où notre paramètre Ws 

existe, on peut définir s comme indépendant de s,, quand on l’exprime 
à l’aide des s,; dans le reste de @, on peut prolonger cette fonction 
par un procédé connu (d, I, 10, p. 206, 207). Cela permet d’écrire, 
quand X est dans @, 


vs 


(M—1) (/2—1) 
fe AG (X, A)o(A) 48 = [ G(X, A)@a(A) 48, 
D) 


ro 


= f G(X, A)Fo(A)dVi—oc(X); 


or les dérivées secondes de tous les termes du second membre sont 
lipschitziennes d’exposant / EXHE Sr XVI). 

Avec les mêmes hypothèses que ci-dessus pour les a,g, D, ©, si 
M désigne une limite supérieure des valeurs absolues de 6, de ses 
dérivées premières et secondes, et du coefficient lipschitzien de celles- 
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ci pour l’exposant A, il est évident que les dérivées secondes de u et 
leur coefficient lipschitzien pour l’exposant / sont O(M). 

La même propriété a lieu si l'on remplace G par G, dans l’expression 
de u, et cela même si ; éprouve un saut brusque au passage de 5, 
dans les mêmes conditions que plus haut. 


3. Remarque. — Moyennant les mêmes hypothèses pour S et Ÿ et 
pour les a,, b,, ¢ (et peut-être moyennant des hypothèses plus 
larges, mais nous n’en aurons pas, besoin), on démontre que : 

1° Si cest lipschitzien d’exposant h, les dérivées secondes de s,,u 
sont lipschitziennes d’exposant À dans @; | 

2° Si les dérivées de © sont lipschitziennes d’exposant h, les déri- 
vées secondes de s,,u sont lipschitziennes d’exposant / dans @. 


Cela permet de construire dans @ une fonction ¢ quand on donne 


de Oy ; 0?” 
sur S les valeurs dev, —_, ==» pourvu que les valeurs données de — 
OSm sin Os}, 
A v Die Me 
les dérivées de celles de en el les dérivées secondes de celles de v 
m 


soient lipschitziennes (vozr le Chapitre IX et d, Il, 5, 6, p. 214 à 216). 


CHAPITRE XVIII. 


PROBLEME NON LINEAIRE MIXTE. 


1. Énoncé du probleme. — Nous considérons un domaine borné et 
ouvert @ dont la frontière satisfait aux hypothèses du Chapitre XIV (§ 1) 
et en outre à celle de se composer d’au moins deux parties sans points 
communs deux à deux; l’ensemble de quelques-unes de ces parties 
sera nommé S et l'ensemble des autres sera nommé &. D'autre part, 


nous reprenons l'équation 
2 du ‘Ou 
(1 >, ua “> X3.t) —— © = ——? 
) 4,8 ar, 8 ( ’ ) 15 023 
qui remplit les mêmes conditions qu'au Chapitre XIV. Sur S, on 
s'impose la condition 


(2) u= G(X; 4), 
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où les dérivées secondes, par rapport aux paramètres des points X 
de S, de la fonction 9, existent et sont lipschitziennes d’exposant / 


par rapport à ces paramètres et continues par rapport à l'ensemble de 


ces paramètres et de ¢; de plus le coefficient lipschitzien des dérivées 
secondes de o(X; ¢)— o(X; ¢,) est supposé infiniment petit avec t—t,. 
Sur G, on s'impose la condition 


Bs , : Ou 


avec les mémes hypothéses qu’au Chapitre XIV. On suppose que ces 
conditions (1), (2), (3) sont satisfaites pour t=<¢, par la fonction u, 
dont les dérivées secondes sont lipschitziennes d’exposant . Enfin on 
suppose que le problème de trouver une fonction +, nulle sur S, et 
satisfaisant dans @ et sur & aux conditions (3) et (4) du Chapitre XIV, 
n’admet que la solution zéro. 

La question est de trouver une fonction wu satistaisant aux condi- 
tions (1), (2) et (3). On va voir que si ¢ est assez voisin de £,, cette 
fonction w existe. 


2. Formation des approximations successives. — Les approximations 
successives sont formées par le mème procédé qu’au Chapitre XIV (§ 2), 
à ceci près que, sur S, la condition à la frontière est ici 


ho= 0 (X; t)—o{X;4), Re O(N > 0): 


L'existence des h,, tant que u,—u,, ses dérivées et le coefficient 
lipschitzien de celles-ci pour un exposant donné, sont assez voisins 
de zéro, se démontre comme dans le passage cité. Toutefois, en vue 
de ce qui va suivre, le prolongement des a,,s, hors de @ se fera de 
façon que les dérivées secondes de ces fonctions soient lipschitziennes 
d’exposant / dans tout l’espace (XVII, 3). 


3. Convergence des approximations successives. — Soit M, une limite 
supérieure des valeurs absolues de h, et de ses dérivées premières et 
secondes et du coefficient lipschitzien de ces dernières pour l’expo- 
sant À. Nous nommons ¢,, 9,, 7, les inconnues du système d'équations 
de Fredholm qui sert à trouver , (XI, 3). 

Nous raisonnons comme au Chapitre XIV ($ 3). Ici encore Fu,, Ou,, 
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les dérivées de Ou, et les coefficients lipschitziens de ces fonctions 
pour l’exposant À sont O(M?_,). Par suite, ¢,, 5, et 7, sont O(M;.,). 
L’équation qui traduit la condition dans @ prouve que p, est lipschit- 
zien d'exposant À avec le coefficient O(M;_,). L’équation qui traduit la 
condition sur prouve ensuite que les dérivées secondes de 5, existent 
et sont lipschitziennes d’exposant h (XVII, 1) : ce coefficient et les 
valeurs des dérivées premières et secondes sont O(M/_,). L’équation 
qui traduit la condition sur & prouve enfin que les dérivées de 7, 
existent et sont lipschitziennes d’exposant À (XIII, 2 et 4): ces dérivées 
et ce coefficient lipschitzien sont O(M; ,). 
Par suite (XII, 3 et 4; XVII, 2) 


M, = kM2_,, 


tant que u,--u, et ses dérivées restent assez voisins de zéro (¢ étant 
assez voisin de ¢,). La convergence en résulte si ¢ est assez voisin de £,. 
La limite uw, de wu, répond à la question. 


4. Unicité de la solution. — On prouve comme au Chapitre XIV($S4) 
que sit—t,, 4 —u,, ses dérivées premières et secondes et le coeffi- 
cient lipschitzien de celles-ci pour l’exposant / sont simultanément 
assez voisins de zéro, on au —=u,. 


5. Cas où t nest pas arbitrairement voisin de t,. — Si l’on sait 
borner uw, ses dérivées premières et secondes et le coefficient lipschit- 
zien de celles-ci pour l’exposant A, indépendamment de ¢, et si l’on est 
sur que l'hypothèse sur le problème relatif à ¢ est satisfaite pour toute 
valeur de ¢ d'un intervalle comprenant t,, on est sûr que le probleme 
est possible pour toute valeur de ¢ dans cet intervalle. 

C’est à cause de S qu’on suppose ici connus une limitation et un 
coeflicient lipschitzien des dérivées secondes de wu, dont on n'avait pas 
besoin plus haut (XIV, 5); ces quantités n’ont besoin d’être connues 
qu'aux points de @ assez voisins de ‘8. Pour les détails de la démons- 
tration, il suffit de renvoyer au passage cité (XIV, 5) ('). 

HS à REV Eco A SRB AV € Ed Sac CR OC Na Es PE BSL: 

(‘) D’autres considérations pourront permettre d'améliorer ce résultat 
(Comptes rendus, t. 190, 1930, p. 613). 
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ERRATA. 


Mémoire ve M. GEORGES GiRauD : Sur certains problèmes non linéaires de 
Neumann et sur certains problèmes non linéaires mixtes (Annales scienti- 
fiques de l'Ecole Normale supérieure, t. XLIX, 1932, p. 1 à 104). 


Au lieu de : Lire: 
Page 14, ligne 7 en remontant.. A+h=1 A+h—-1 
Page 17, ligne 10 en remontant. ba by 
Pate me itene ay it chile ne (ki—k) k(1— k) 
à 0ZG(X, A)  dZG(Y,A) 
Pase'o8 ligne 9 joie! 5: 1. | SCIAP Tags 
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QUELQUES PROPRIETES 


DES 


FONCTIONS ENTIÈRES D'ORDRE INFINI 


DISTRIBUTION DE LEURS VALEURS 


Par M. Henrat MILLOUX 


(Strasbourg) 


SS 9 SS 


Préface. 


On sait que toute fonction entière f(z) d’ordre fini o supérieur à + 
possède au moins deux demi-droites de Borel, c’est-à-dire telles que 
dans tout angle d'ouverture arbitrairement petite ayant pour bissec- 
trice l’une de ces deux demi-droites, l’exposant de convergence des 
zeros de f(z) — a est égal a, sauf peut-être pour une valeur finie 
dea('). 

D'une part, cette propriété n’est plus vraie, du moins d’une façon 
générale, pour les fonctions entières d’ordre fini inférieur à + : par 
exemple, et d’une manière plus précise, on peut citer des fonc- 
tions f(z) d’ordre quelconque inférieur à + qui convergent uniformé- 
ment vers l'infini lorsque le point z s’éloigne indéfiniment, à l'extérieur 
de cercles centrés sur la partie positive de l’axe réel, les rayons de 
ces cercles tendant vers zéro avec l'inverse de leur éloignement. 

D'autre part, cette même propriété semble également n'être plus 
vraie (en remplaçant o par l'infini) pour les fonctions entières d'ordre 
infini : en effet, il existe de telles fonctions qui sont d'ordre fini à 
l'extérieur d’un angle d'ouverture arbitrairement petite. 


(2) J'ai donné ces résultats, ainsi que d’autres plus précis, dans les deux der- 
niers Chapitres de mon Mémoire : Les cercles de remplissage des fonctions 
méromorphes ou entières et le théorème de Picard-Borel (Acta Math., 1. 52, 
p: 189-299). 
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Le but principal de ce Mémoire est d'établir que cette dernière 
dissemblance n’est qu’apparente : contrairement à ce qui se passe pour 
les fonctions entières d’ordre fini inférieur à +, les fonctions entières 
d'ordre infini s’apparentent, au point de vue auquel nous nous plaçons, 
aux fonctions entières d'ordre fini supérieur à +. Mais il faut renoncer 
au mode d’approximation du point à l'infini par des angles d’ouver- 
ture arbitrairement petite. La théorie des cercles de Hempliveage per- 
met d'obtenir des résultats très précis. i 

J'établis, dans le troisième Chapitre du présent Mémoire, l’existence 
de deux suites distinctes de tels cercles. Je donne, en fonction simple de 
l’indice caractéristique T(r, f) de la fonction entière /(s) d'ordre 
infini, les valeurs des rayons de deux cercles correspondants dans 
les deux suites (ces cercles sont situés à peu près à la même dis- 
tance de l’origine), ainsi que des limites inférieures de la différence 
des arguments des centres de ces cercles, et du nombre des zéros 
de f(z) — a situés dans chacun de ces cercles : cette dernière limite 
inférieure se présente d’une façon telle que si l’on extrait de l’une 
quelconque des suites de cercles, une infinité quelconque de ces 
cercles, dans le domaine ainsi constitué, l’exposant de convergence 
des zéros de f(z)— a est infini, sauf pour une valeur finie de a au 
plus. | 

Ces résultats fondamentaux du troisième Chapitre (') sont obtenus 
à la suite d’une étude (faite dans le premier Chapitre) de grandeur des 
arcs sur lesquels une fonction entière est très grande, et d’une étude 
générale (faite dans le deuxième Chapitre) de TRUE des valeurs 
d’une fonction holomorphe dans un cercle : dans cette dernière 
étude, on suppose que la fonction est relativement petite dans le 
cercle de rayon moitié, et relativement grande en un point du pourtour 
du cercle. 

Enfin, l’examen de certaines fonctions entières d’ordre infini (fonc- 
tions de Mittag-Leffler) m’a conduit à étudier plus particulièrement 
le cas où eds caractéristique T(r, f) de la fonction f(z) satis- 


(') Déja résumés en partie dans une Note des Comptes rendus de l Aca- 
démie des Sciences, le 29 décembre 1930 (Une propriété générale des fonctions 
entières d’ordre infini). 
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fait à la condition 
CRU AE 
“ 
c est une quantité finie différente de zéro. 

Dans ce cas, j'obtiens, en partie par des méthodes spéciales, des 
résultats encore plus précis sur les arcs où la fonction est au moins 
de l’ordre de grandeur de e””, ainsi que sur la distribution des 
valeurs de cette fonction. Ces résultats généraux, confrontés avec ce 
qu'on connaît des fonctions de Mittag-Leffler, apparaissent très satis- 
faisants (voir par exemple le théorème VI et le corollaire du théo- 
réme IX). Ils sont exposés à la fin du Chapitre I et au Chapitre IV. 

Depuis la rédaction de ce Mémoire, des résultats nouveaux ont été 
obtenus dans l'étude des domaines où une fonction entière est très 
grande. Ces résultats, issus de méthodes différentes, peuvent être 
confrontés avec ceux du Chapitre | du présent Mémoire; ils ont été 
résumés dans une Note aux Comptes rendus du 15 février 1932 (Sur 
une inégalité de la théorie des fonctions et ses applications) et seront 
développés dans un Mémoire ultérieur. 


| CHAPITRE T. 


ÉTUDE DES ARCS SUR LESQUELS UNE FONCTION ENTIÈRE EST TRÈS GRANDE. 


Ii 


1. Dans un récent article ('), j'ai établi une proposition. sur la 
somme des longueurs des arcs (pris sur certaines circonférences de 
centre origine) sur lesquels le logarithme du module d’une fonction 
entière est de l’ordre de grandeur de son indice caractéristique. Je me 
propose, dans ce premier Chapitre, d’obtenir une proposition plus 
maniable en vue d’applications à la distribution des valeurs d’une 
fonction entiére d’ordre infini. J’étudierai aussi un cas particulier, 
que je traiterai d’une maniére totalement différente. 


(1) H. Mitioux, Remarque sur les fonctions entières (Bull. des Sc. Math., 
2e série, t. LIV, oct. 1930). 
Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — Ocrosre 1932. ho 
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2. Comparaison entre le module maximum M(r, f) d’une fonction 
entière f(s) et l'indice caractéristique T(r, f) de M. R. Nevanlinna. — 
On connaît les inégalités (') 


(1) T(r, f)<logM(r, f)< —— 


aoe Trt, f): 


Nous allons en déduire que dans tout intervalle rR suffisamment 
grand, il existe une valeur 7’ vérifiant l'inégalité suivante : 


(2) logM(r’, f)<T(7’, f) log'+*T (7’, f) (¢ positif). 
Supposons en effet que l’inégalité (2) n’est vérifiée pour aucune valeur 


der’ comprise entre ret R. En combinant avec la deuxième inégalité (1), 
on obtient l’inégalité 


T(r't, fy. t—1 a as 
(3) Tif cepts Te 
Choisissons ¢ de façon que le deuxième membre de cette inégalité soit 
égalae. Alors lorsque T(7’, f) dépasse une constante numérique, on a 
3(¢—1) 2 3e 


ot< cat. 
(4) logts t+1 =log'*®*T(r’, f) 


Cécivposé, partons de r'=r et soit = 7, Fret ri Nan 
succession de valeurs déterminées à partir de la première par la suc- 
cession d’égalités 

RESTE PA ile 
: D’après l'inégalité (3) et les choix successifs de t, on a 
(5) T (ravi, J)2eT(r, f). 
Donc T(r,.,, f) augmente indéfiniment avec n. 


, rite 7} . 
D'autre part, désignons par ¢,, t., ...,t,— ——> +++ la succession 
. ‘ OP i 
des valeurs de ¢. D’après les inégalités (4), on a 
3e 
Log t,< ———" 
THE Te Tres J) 


et par suite 


n n 


(6) logr,.,—logr + lost, <logr SSR LEA 
Dar 5 > D0mS © Pere fy: 
mi mst 


(") Voir R. Nevanunna, Le théorème de Picard-Borel et la théorie des 
fonctions méromorphes (Paris, Gauthier-Villars, 1929). 
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Montrons que cette derniére somme est convergente lorque n 
augmente indéfiniment. On a, d’après l'inégalité (5), 


+ k + 07 


I I 
> [og a Crag ¥ ) <> [p +logT(r, f= 


m1 po 


Or, cette derniére série est convergente, et sa somme est comprise 
[ 


I , 
CRT DE et HT TE Lorsque T(r, f) dépasse une 
constante numérique, on a donc, en utilisant l'inégalité (6), et ceci 
quel que soit » 


log n 1S log TR TE 
OS Tn+1S 108T + [log T(r, f)F 


La fonction f(z) étant entière, l’indice T(r, f) est fini; donc, 
d’après l'inégalité (5), il est impossible que logR puisse être supé- 


rieur ou égal à logr + » d’où le théorème suivant : 


M 
e[logT(r, f)F 
Tnéorème I, — Sout f(z) une fonction entière, à indice caractéris- 
tique T (r, f) et à module maximum M(r, f) sur le cercle de centre ori- 
gine et de rayon r. Lorsque T(r, f) dépasse une constante numérique, 
dans tout intervalle rR tel que 


] RP Te es 
CRT e[logT(r, PF 


il existe au moins une valeur r' vérifiant l'inégalité 
(2) lo Mr Sr Eos eT (ref). 
est une constante positive quelconque; on pourra même la faire 


dépendre de l'indice T(r, /). 


3. Remarque. — I] n’est pas nécessaire que la fonction f(z) soit 
entière pour que le théorème précédent soit valable : il suffit qu’elle 
soit holomorphe dans un cerele de centre origine et de rayon supérieur 
à R, les inégalités (1) de départ étant valables pour de telles fonctions. 


4. Remplaçons l'inégalité (2) par l'inégalité plus restrictive suivante : 
(2°) Nog M(r', f)S T(r", flog T(r’, f) 


(obtenue en annulant <), et recherchons dans quelles conditions cette 
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inégalité est nécessairement vérifiée pour une valeur 7’ intérieure à un 
intervalle rR suffisamment grand. 
La méthode suivie au n° 2 conduit aux résultats suivants : on a, 


d’une part, 
À MATE eo LT 1); 
d’autre part, 


n 
I 


logr,+,<logr + 8e > m + logT(r, f) 
4 4 m=0 à 


La somme du deuxième membre est inférieure à 
Ra dx ice n—1+lo8T(r, f) 
f Bip loel (i fi. tt DET(r; jf) 
et par suite, dès que T(r, f) dépasse une constante numérique, on a 


+ logT(7 
rm ao RE D] 


Utilisant l'inégalité (5) et l'inégalité précédente, on peut écrire 


1 


log T(r+1, f) — logT(r, f)>2n>—logT(r, fy+| 7 2 togt(r, St) 
ou 


log (ren f)2| 2 T logT(r, f), 


d’où le théorème suivant, plus précis que le théorème I, mais moins 
général : 


THÉORÈME Il. — Dans tout intervalle rR tel que l'on ait 


1 


logT(r, nz [tee T(r, f), 


— 
SI 
ue 


il existe une valeur r! vérifiant l'inégalité 
logM(r’, f)ST(r", f)logT(r', f). 


Remarquons qu’étant donnée une fonction entière f(z), il n’existe 
pas nécessairement un système de valeurs rR vérifiant l’inégalité (7). 
On peut affirmer l’existence de tels systèmes dans les cas suivants : 
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A. Fonctions entières d'ordre fini. — Soit ¢ l’ordre d’une de ces 
fonctions. Lorsque R est assez grand, on a 


logT(R, f)<(o +e)logR 


et, sl 5 F _ est assez petit, l'inégalité (7) se trouve vérifiée. 


En particulier, supposons que la fonction evita ) vérifie, quel 
que soit 7, les inégalités 


hlogr<logT(r, f)<klogr, 


h et & étant deux constantes positives [la deuxième inégalité est tou- 
jours vérifiée, à partir d’une certaine valeur de 7, Due on prend # 
supérieur à l’ordre o; la première inégalité est vérifiée en particulier 
pour les fonctions à croissance régulière]. 

Alors l'inégalité (7) est vérifiée lorsque l’on a 


REC DR 

LOG 

7,198 0 |= i 
R 


c'est-à-dire dès que le rapport — dépasse une constante dépendant 


uniquement du rapport f 


B. Certaines fonctions entières d'ordre infini. — Celles qui vérifient 

l'inégalité 
los T(R, f)£RF, 
pee £ L Re 

6 étant une constante inférieure à =; dans ce cas, il suffit que = soit 
suffisament grand. 

5. Soit r’ une valeur de | 3] pour laquelle la fonction f(s) vérifie 
l'inégalité (2). Rappelons la définition de l'indice caractéristique 


27 


T(r, f) = = log | f(r'eit)] do. 

Posons 
+ f Ê À 

log | f (re?) |= T(r’, Pate), 


I 27 
pear AD TT: 
af a(p)dg=1 


d’où 
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Or, d’après le théorème I, «(¢) est inférieur a log'**T(7’, f) =A. 
Si donc «(¢) est inférieur à n pour des valeurs de 9 de mesure m(%), 
on a nécessairement 

qm(n)+[2n— m(n)JA22n, 


ou 
1 UNE nn OU Eee 
d'où le 
Tuéorème [IT [complément du théorème I]. — Pour une valeur r'- 


satisfaisant à l'inégalité (2), la mesure angulaire totale des arcs sur 
lesquels on a l'inégalité : 


(8) log | f(r’e'?) |2n0T(7’, f) (0 <n <4). 
‘ 6(1 — n) 
excède ou Gr”, 


T(7’, 7) doit dépasser une constante numérique. 
Un énoncé analogue complète le théorème II. 


II. 


6. Je me propose, dans ce paragraphe, d’étudier les fonctions 
entières d’ordre infini satisfaisant à la condition 
ae dO Ph) 


(9) lim “8-7 J? _, 


1 ? 


où p est une quantité finie, différente de zéro. Il est équivalent d'écrire, 
d’après la double inégalité (1) 


lim == 


—— loglogM(r, f) 
< 


Je déduirai, de cette étude, la conséquence suivante, relative aux 
fonctions entières d’ordre infini, qui sont d’ordre fini à l'extérieur 
d’une bande rectangulaire indéfinie de largeur / : le produit Le est supé- 
rieur ou égal 42% (‘). 


(1) Jai Blaby: recemment, par une méthode analogue a celles employées au 
paragraphe précédent, que ce produit dépasse une constante numérique (voir 
Remarques sur les fonctions entières, loc. cit., n° 4). La méthode employée ici 
+ Ms é i até ilisé ar É & a 
Sapparente à celle qui a été utilisée par MM. Phragmen et Lindelôf dans la 
démonstration de leur célébre principe. 


a 

=" 

“=. 

Pe . 
si 

E 

a 

C 

| 
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La comparaison avec les fonctions connues de ce type (fonctions de 
Mittag-Leffler par exemple) montre que la limite inférieure est atteinte. 


7. Commençons par l’étude d’une fonction f(s) holomorphe à 
l'intérieur du rectangle 


Sas,  [y|ST(G—e) 


et satisfaisant dans ce rectangle aux conditions suivantes : 
A. En tout point z intérieur au rectangle, on a l'inégalité 
(10) blz) Pole CG). 2 (oh <1). 
B. En un point P daffixe € + in =C, intérieur au rectangle, ona 
l'inégalité 
(11) Ifizle" | €). 
Pour ne pas nous trouver en contradiction avec l'inégalité (10), nous 


supposerons k compris entre O et h, et€ assez grand. En elfet, nous devons 


avoir 
el cos kn < el cosh. 


Or, la fonction e“cosky—e"coshy, atteint son maximum, Ë étant 


(!) Remarquons que cette inégalité est entraînée par la suivante : 
(10’) log | f(s) |<(t1—h-+ he)e™. 
En effet, elle s'écrit 


hr 
log | f(4) |< e** coshy <e"“ cos(1 — €) =} 


et cette derniere quantité est supérieure a 
(1—h+he), 
(2) Remarquons que cette inégalité est entraînée par l'inégalité 
(11') dog | f(¢)|> el. 


Il est bien entendu que si les inégalités de départ sont (10’) et (11°), au lieu 
de (10) et (11), ces inégalités doivent être compatibles, c’est-à-dire que l'on doit 


avoir LE 
(1—h+heje’" 521, 
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fixe et n variable, pour le maximum de 4, c’est-à-dire “(1 — €). Nous 
prendrons donc € assez grand pour que l’on ait 


cos = k(t —é) 
elt hb pene ee oe , 
T 
cos — h(t—eé) 
ce qui est réalisé lorsque l’on a 
1— k + ke 


RONDS ee PE 
1—h he 


f 


C. Les points du rectangle où l’on a l'inégalité 
(12) Lf(s) 12 


comprennent un domaine A(x) limité par une courbe F et par des 
segments du rectangle, domaine contenant le point P. Nous suppose- 
rons que le contour de A(%) ne contient aucun segment des côtés d’or- 


eue“ | (OU 


Ê 75 
données + = (1— €) du rectangle. 


Ceci posé, nous nous proposons de montrer que si x, est assez pelil 
et x, assez grand, ces conditions A, B, C sont incompatibles. 


8. Considérons la fonction 
(2) (2 )e Re", 


Elle est holomorphe dans le rectangle, et son module est égal à 
l'unité sur la courbe FT. 
Et soit la fonction, holomorphe aussi dans le rectangle 


p( RES F( S Nef, 
où ç est une constante positive qui sera déterminée dans la suite. 


Nous allons rechercher une limite inférieure de {®(C)| et des 
limites supérieures de | D(z) sur le contour du domaine A(x). 


1° En P, ona 
log | ®(¢) 2 R[eË— ae% — ef |= (1 — ze cos n — ce cosy, 
et cette dernière quantité est supérieure à 


[(t— a)e% — ge? | cosky. 
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Choix de 5. — Nous prendrons 


Li & 
2 


== elk—18. 


Il en résulte l'inégalité 


(13) log | ®(£) | > — el cosin. 


2° Sur la courbe I’, la quantité | F(z)| est égale a 1, et par suite sur 
cette courbe, ona 


(14) log| ®(s)|<o. 

3° Sur la portion (si elle existe) du côté d’abscisse x, du rectangle, 
limitant le domaine A(«), ona 

log | ®(s) |< R[e”* — ae*— ce? |<e"™ coshy — ae’ cosky. 

k étant inférieur à k, « à 1, la dérivée, par rapport à y, de cette der- 
nière expression est du signe de y lorsque y varie de —* a +2 
Cette expression atteint donc son maximum pour y =o, de sorte que 
l’on a l’inégalité 
(15) log|D(z)|<ets — ver 
et le second membre de cette inégalité est positif. 

Nous choisirons x, de façon que le deuxième membre de l’inégalité 


(15) soit inférieur ou égal au deuxième membre de l'inégalité (13), 


de sorte que | 
E— & 


(16) elit, 2 a eker< el cos kn. 


4° Enfin, sur la portion (si elle existe) du côté d’abscisse x, du 
rectangle, limitant le domaine A(«), on a 


log|D(3)|< Re! — ae* — ces |< e"™ — ce™cos(1 — e)= 


et a fortiort 
Biss CRE . # 
(17) log|D(z)|<ekt% — cee™= ets — (ODE eee, 


A 


Ceci posé, remarquons qu’en un point au moins du contour de A(«), 


Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — Novempre 1932. At 


ail 


A A DER. TR PRES ee - IPS TN 
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|®(z)| doit être supérieur à | (C)|. Or, ceci ne peut avoir lieu ni sur 
la courbe F, ni sur le côté d’abscisse x, du rectangle. Ceci a donc 
nécessairement lieu sur le côté d’abscisse æ, [ce qui prouve, par 
ailleurs, l'existence de la portion 4° du contour de A(a)j, et l’on a 
l'inégalité 


els a (1—a)e erat (k—1é = Linas ekt cos kn > 0 ; ‘ 
| 2 
et a fortiont 
euh — fea es SE eli—hié 
e(1— a) 
ou encore 
2 
(18) (An er (PTE ere 


9. En résumé, nous pouvons énoncer le théorème suivant : 


THéorÈèME TV. — Soit f(z) une fonction holomorphe à l'intérieur du 
rectangle 


LISE (Ge), mére, 
et satisfaisant, dans ce rectangle, aux conditions suivantes : 
1° En tout point z —x+1y intérieur au rectangle, on a l'inégalité 
Ifle)i<fe| (o<A<i). 
2° En un point (= Ë + in intérieur au rectangle, on a 
| f(S) 12 


On suppose que les deux inégalités précédentes sont compatibles, 
ce qui est réalisé lorsque l’on a 


ex! CORAN 


PET A har a ke. 
. t—h+he 
3° x, eta, satis font aux inégalités 


À 4 LEONE 
eft — op ekg ; escoskn (ov aa), 


(1—h)a,2(1 D Le D yaa 


Cect posé : le domaine d'un seul tenant, A(a«), qui comprend à son 


1 
; 
3 
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intérieur le point ©, et en tout point duquel la fonction f(z) satis fait à 
l'inégalité | 


| f(s) |2 Le" |, 


coupe nécessairement l’un au moins des côtés 


Ve 
2 


(1 — €) 
du rectangle. 


10. L’énoncé précédent se présente sous une forme générale peu 
maniable pour les applications que nous avons en vue. Nous allons 
faire un choix particulier des quantités qui figurent dans cet énoncé, 

de façon à ne conserver que les trois quantités €, € et 4. 

Prenons h=1—e,et 1—k —e(r1+e);a—1—e. 
wy ee yee wi 
Pour fixer les idées, nous supposerons € et ¢’ inférieurs à —. 
L’inégalité relative a € s’écrit 
r+ e'-+-1—e—ee’ e (1 — €) 


er = 1 + 
2 — € 2 — € 


os ° BN Lee «D 
et elle est vérifiée si l’on suppose que € est supérieur à — 


; nous sup- 
525 NOUS sup 
A 7 es, x I 
poserons même dorénavant que € est supérieur à np 
Choix de x,. — L’inégalité relative à x, devient 
ce! € 2 cee 
el!) 7 — (r—e)e Su ]< + AAA — € — ee’) nN, 


# e ft Md a T : 
étant inférieur à = (a — €),ona 
P ak: 
COS(I — € — €& )n>sm~3e> de 
et l'inégalité relative à æ, est entraînée par l'inégalité 
els 7 me (x eue ees] a 3e elie!) 
Fan oe 
ce qui a lieu lorsque l'on prend 


di =(r—e—e)f. 
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En effet, dans ce cas l’on a 
2 COR Pa Tan of, 
eee ay <e 2 Ie PES eae 


et il suffit de vérifier l’inégalité 


I 4 2 

c(l—eE—EE"| 

— Log EEE ET, 
Des 


Cette inégalité est évidente : on a 


8 8 
5 — a ! — — — 
RTS rofl € 


8 


I . te x a tie . LES N L 
et ae est inférieur à e* si € est inférieur à Fa 


Choix de x,. — L’inégalité relative à a, devient 
i I 2 
æ2(1+e)È + — logs, 


et elle est vérifiée si l’on prend 


Pare (iris ee: 
En effet, on a 


2 
sk > log 5: 


d’après la condition d’inégalité imposée entre ¢ et £, et la petitesse de <. 
En résumé, nous pouvons énoncer le corollaire suivant, cas parti- 
culier du théoréme IV: 


CoROLLAIRE I. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le rectangle 


LIST Ge), ssasa(e< +) 


10 
et satis faisant aux conditions suivantes : 
1° En tout point z intérieur au rectangle, on a 
FACE) LE 


F + . Le à 24 . - , . 
2° Enun point C= S + Uy interieur au rectangle, ona 


RECETTES 


PO CC 0 LARMES 
e* Lt 12 | (<r eet > 1), 
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3° x, el xy sontrespectivement égaux a(i—e—ee')Eet(rte+ ec! JE. 


Ceci. posé, le domaine A d'un seul tenant, qui contient le point C, et en 
tout point duquel on a l'inégalité 
ACIER A 
coupe nécessairement l’un au moins des côtés d'ordonnées + 2( — €) du 


rectangle. 

11. Remarque. — Si x, est supérieur à une constante numérique, 
on peut remplacer la condition 1° par la condition 
(19) LOS RACE cease 


En effet, on a 


(1—e)|z|—=(1—E)x + ey 


Opies eat 5 Toy 
quantité inférieure à (1 — ¢)a + — 
2% 

Or, 


RAI ET =)" cos = (1 — @)*> e(2 —e)ell—e}" 


et æ doit être supposé assez grand pour que l’on ait 


a 


TH 


er DIRE), 
7 5 ye AA A . 4 A 
e étant inférieur à Tae il suffit de supposer que a est supérieur à 4. 
12, On peut donner au théorème IV et à son corollaire une forme 
plus générale, déduite de la forme précédente par représentation con- 
forme du rectangle sur un autre rectangle. C’est ainsi que l’on peut 


énoncer la propriété suivante, conséquence du corollaire I précédent 
et en tenant compte de la remarque du n°11 


CorozLairE II. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le rectangle 
yiSFAG—e), aéeia(e<+) 


et satis faisant aux conditions suivantes : 


TS ANT NE TPE eee 
; Ga AS OC DUR TT 
à VS 


FUREUR 
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1° En tout point 3 intérieur au rectangle, on a 


(i—e)[ 51 


log| f(z)|<se. * 


2° En un point € = € + ty intérieur au rectangle, on a 


(1—e—ee')6 
et 4 


I LA ; 
| f(e)|> (e< Fs ee'g> A). Ps 
3° x, et æ, sont respectivement égaux à (1 —E— ee")E el (1 +e+ ce')E 
et & est supposé assez grand pour que x, soit supérieur à 4 A ("). 
Ceci posé, le domaine À d'un seul tenant, qui contient le point C, et en 
tout point duquel on a l'inégalité: 


(1—e—e')z 


rene [ap 


coupe nécessairement l’un au moins des côtés d’ordonnées + TA(1—e 
As 7 


du rectangle. 


13. Appliquons ce corollaire IT aux fonctions entières d'ordre infini 
satisfaisant à la condition 


lim 4 


im lost, f) _ 

r oy 

e étant une quantité finie différente de zéro; cette condition peut être 
remplacée, comme nous l'avons vu, par la suivante 

pe log logM(r, f) a 

FAT PE NT 
€, étant une petite quantité positive choisie à l'avance, il en résulte 
que lorsque |z| est assez grand, on a l'inégalité 


(20) log log | f(z)| <p|z|(1+Ee,) 
et pour une suite de valeurs z,, 3., ..., 3,, ... tendant vers l'infini 
(21) log log | f(sn)| > p|z,|(1— én) (lane, "G): 


La quantité 7 étant supérieure à ¢,, et choisie ultérieurement, il 


2 $e 


(') Ce qui a lieu si € est supérieur à 5A, 


+ 
3 
2 
a 
i 
oy 
Ss 
4 
ee 
L. 
p. 
A 
eo 
‘ 
4 
a 
eS 
: 
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existe un domaine à d'un seul tenant contenant le point z,, et en tout 
point z duquel on a l’inégalité 


log log| f(s) | >e|s|(1—n). 


On limite aussi le domaine 3 aux circonférences de centre origine 
et de rayons ret R, ces deux derniéres quantités devant étre choisies 
aussi ultérieurement en fonction des données. ; 

Supposons qu'on puisse enfermer le domaine à, ainsi défini et 
limité, à l’intérieur de deux droites parallèles placées de façon telle 
que la droite équidistante de ces deux droites passe par l’origine (on 
choisira cette droite équidistante comme axe réel). 

Alors l’écart entre ces deux droites parallèles est supérieur à une quan- 


Dee ae T 
lité voisine de rs 


14. Pour cadrer avec les notations du corollaire II, désignons par 
mA(1— e) l'écart entre ces deux droites parallèles. 

La condition 1° de ce corollaire est réalisée, d’après l'inégalité (20), 
si l’on prend | 

MES 

(E) GONE toged ols (r+ 0). 

Rappelons que le minimum de |z| dans le domaine à a été désigné 
par r. 

Quanta la condition 2°, nous la simplifierons en donnant ae’ sa valeur 


limite =. Elle est réalisée pour C = z,, d’après l’inégalité (21), si l’on 


prend 
(E’) Seah Pme: 


Nous devons avoir en outre 
(E”) ER(zr) > 10 A. 
Choisissons dès maintenant < et A en fonction de ¢, 


30€, à = p(t + 32e). 


Nous supposerons en outre¢, inférieur à —— 
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L'inégalité (E) devient 


I I 
AN ES ene COR LES TE" o ——- 
(B,) ; FIRE non) ane 


L’inégalité (E’) est vérifiée si e, est supérieur a¢,, ce que nous sup- 
poserons. 
Enfin, l’inégalité (E") est entrainée par la suivante 


(E') prei>1 
qui entraine aussi l'inégalité (E, ). 
Quant aux conditions 3° du corollaire II, nous prendrons 


r<&,, R2 4/23 + ENG 


de sorte que le rectangle défini dans le corollaire II est situé dans la 
couronne 


pe kena 3s 


Choix der. — r est inférieur a 


Or, § = R(z,) et comme Y(z,) est inférieure à © A(i—é), ona 


T° A? 


quantité qui est supérieure, d’après les conditions déjà DRE 
à |3,[(1— 2e"), de sorte que nous pourrons prendre 


art D Sn|(1— 346,). 


Il résulte de ce choix que l’inégalité (E’) est vérifiée si l’on suppose 


P| Sn) ei > 2. 
Choix de R. — Une discussion analogue à la précédente montre que 
l’on peut prendre 
R= (1+ 348) | 521. 


La condition supplémentaire i imposée au paragraphe 3° du corol- 
laire II est réalisée : c’est une conséquence de l'hypothèse plzle > 2. 


FE 
. 
® 
+ 
7 


taht Dé roger dy G* 
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Calculons maintenant, en fonction de |z|, une limite inférieure du 


deuxième membre de l’inégalité fondamentale du corollaire II : 
x et y désignant les parties réelle et imaginaire de 3, | y| est limité 


zens T 
supérieurement par = A(1—c), et l’on a 
U0—=M'E) x 

EO —— Le 
10 


1 


logB>(1—e)e 14 cos = (1— € 


le deuxième membre est égal à 
F - 9 ne So Ans 
(1 — 306,) sin — (63e, — ggog? EN 82 er)px 
2 


et comme l’on a 
es Eee 


log B > 100€, e0—2)P 121 
I Hare det : | 
—— est inférieur à e**!! d’où finalement 


il vient 


, ros 2 
p|s| étant supérieur à =, — 
| 1 
log B > el—#)plz I, 
d’où le théorème suivant, qui précise la propriété annoncée au n° 13 : 
THÉéORÈME V. — Sout f(z) une fonction entière d’ordre infini dont 
l'indice caractéristique T(r, f) satis fait à la condition 
—— logT(r, f 
lime 2 HIS 
se 
€, étant une quantité positive choisie à l’avance (inférieure à 10°), 
lorsque | 3 | est assez grand, la fonction f(z) vérifie l'inégalité 


log log | f(z)| <plz|(1+E6) 


tandis que l'inégalité 
log logt f(z} l= e|s|(1— 8) 
a Spe Lena ant, 


est vérifiée pour une suite de valeurs de 3, 3,, 22, 
42 


vers Vinfint. 
Cect posé, on choisit l’un de ces points 3, assez éloigné de l’origine 


Ann, Ec. Norm., (3), XLIX. — NovEMBRE 1932. 
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pour que » | 3, | soit supérieur à 2¢;*, et l’on considère le domaine A d'un 
seul tenant, contenant z, à son intérieur, situé entre les cercles 


ls1=1210 2 846), 
et en tout point duquel la fonction f(z) satis fait à l'inégalité 
log log | f(s) | > (1— 4e:)p 141. 


“ 


Il est impossible que le domaine A puisse être enfermé à l’intérieur de 
deux droites parallèles placées de façon telle que la droite équidistante 
(médiane) passe par l'origine, et dont l’écart soit inférieur ou égal 


à (1— 6221) 


15. Une conséquence immédiate et simple du théorème précédent 
est la suivante : 


Tutorime VI. — Soit f(s) une fonction entière d'ordre infini dont: 

l'indice caractéristique Y(r, f) satis fait à la condition 

—— log T Pres 

lim log T(7, f) == p 

- 

et qui soit d'ordre fini à l'extérieur d’une bande rectangulaire indéfinte. 

gia 1 
La largeur de la bande est nécessairement supérieure ou égale à =- 


En effet, il suffit de choisir une suite de valeurs de €, tendant 
vers zéro et d'appliquer le théorème V. 


16. Le théorème VI précise une propriété que j'ai établie dans un 
Mémoire déjà cité (‘); et où j'ai montré que la largeur de la bande est 


supérieure à —; A désignant une constante positive. 
L p . . . . 
L'intérêt de la précision actuelle réside dans le fait que, pour cer- 
. À Ê Five: T 
taines fonctions simples, la limite : de la largeur de la bande est 


atteinte. Il suffit de le montrer pour 9 = 1, puisque l’on passe de ce 
cas au cas général par une simple homothétie par rapport à l’origine. 


(") H. Mittoux, Remarque sur les fonctions entières. 


2 


=") 
CH 
<£ 
= 
À 
à 
8; 
E 
oe 
À 
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Soit (c) le contour constitué par le segment 
| RCE) Sai. Pe ee (eee TE 
et par les demi-droites 


R(s)2u, , I(3)=ET 


et 
E(s)=f FN 
de) > 


la fonction f(s), identique à l’intégrale précédente lorsque 3 est exté- 
rieur au domaine limité par le contour (c), et définie comme étant le 
prolongement analytique de cette intégrale lorsque z est sur (c) ou à 
l'intérieur de (c), est une fonction entière (fonction de Mittag-Leffler) 
jouissant des propriétés suivantes : 


et soit l’intégrale 


1° Son indice caractéristique T(r, /) satisfait à la condition 


im OSU: 1) ee 
de 
comme cela résulte de la valeur approchée e” de la fonction à l’inté- 

rieur du contour (c); 
2° Elle est bornée à l'extérieur du rectangle indéfini limité par (c), 
rectangle dont la largeur est précisément égale à x. | 


D’une façon plus générale, o(s) désignant une fonction entière 
d'ordre fini, la fonction entière définie de la même façon que la fonc- 
tion de Mittag-Leffler, mais à partir de l’intégrale 


(Det 
rf 
see cs ole 


jouit des mêmes propriétés que la fonction de Mittag-Leffler. 

Il en est de même, plus généralement encore, lorsque la fonc- 
tion o(z) est une fonction entière d'ordre infini dont l'indice caracté- 
ristique satisfait à l'inégalité 


bm 9) Zi 
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CHAPITRE IT. 


ÉTUDE DE FONCTIONS HOLOMORPHES DANS DES CERCLES. 


17. Soit /(æ) une fonction holomorphe dans le cercle-unité[|æ|=1] 
et aux environs de ce cercle. La fonction f(x) est supposée relative- 


. I 5 
ment petite dans le cercle [æ|}=— =; par rapport à sa valeur en un cer- 


tain point du cercle-unité. Je me propose, dans ce Chapitre, de mon- 
trer l’existence d’un petit cercle de rayon €, à l’intérieur duquel le 
nombre des zéros de f(3) — a est grand, sauf pour des valeurs de a 
qu’on peut considérer comme exceptionnelles. Des précisions seront 
apportées ultérieurement aux hypothèses et aux conclusions. 


18. Je m’appuierai, en premier lieu, sur la deuxième inégalité fon- 
damentale de M. R. Nevanlinna, présentée sous la forme suivante (') 


T(r, f) << 2[N(R, a) + N(R, 6) +N(R,c)]+H 


R est une quantité quelconque supérieure ou égale à ri + rep) : 


Quant à H, sa valeur est égale à la plus grande des quantités 264 et 


pen LA) cu) 


+ + + 
248 + 4o log À + 18 log a + 14 log — 
| 


[= 
—2C(f’) +6 log. 


A est la plus grande des quantités « et [x = a, b,c] et 


I 
|f(o) —2 | 
C(/") est le log du module du premier coefficient différent de zéro du 
développement en série de la fonction f’ aux environs de l'origine. 

J'utiliserai ensuite les deux théorèmes suivants : 


THÉORÈME A. — Sout f(s) une fonction méromorphe dans un domaine A 
contenant à son intérieur un domaine D dans lequel elle prend plus de 


(") Voir H. Muzoux, Remarques sur la théorie des fonctions méromorphes 
(Proc. of the Phys. Math. Soc. of Japan, janv. 1930) 
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N fois toutes les valeurs dont les images sphériques constituent l'intérieur 
2 I : . : « 
d’un cercle de rayon A On partage le domaine D en p domaines partiels, 


et l’on construit des cercles Vis Vas +++» Yys COntenant ces domaines, et 
les cercles C,, C;, ..., C, concentriques aux précédents et de rayons 
20 fois plus grands. Il existe un cercle C; à l'intérieur duquel la fonc- 


: : N | 
tion f(z) prend plus de n= — fois pur, Sauf -é À 
JC) p plus de n aot fois toute valeur, sauf peut-être des 
valeurs dont les images sphériques sont incluses dans deux petits cercles 
derayon et ("). 

Taéorème B. — Soit g(a) une fonction holomorphe dans le cercle 
x| = 30. On suppose que le maximum de | g(æ)| est supérieur à 1 dans 
CA . : « I e 
le cercle-unité, et inférieur à e dans le cercle |a| = 5? L: dépassant une 


constante numérique. 
Alors le nombre des zéros de g(x) — a situés dans le cercle |x| = 30 


1 


est supérieur à au., sauf peut-être pour des valeurs de a dont les images 
sphériques sont incluses dans deux petits cercles de rayon e%*, l’un d'eux 
entourant nécessairement l'image du point à Vinfini du plan des a. 


a et 5 sont des constantes numériques (°). 


19. Nous supposerons que la fonction f(x) vérilie l'inégalité 


log|f(x)|<m, 


dans le cercle de centre O et de rayon … et qu’en un point A du cercle- 
unité, point, si l’on veut, d’affixe 1, on a 


log | f(A)|=™M. 


Nous supposerons que M est assez grand par rapport à m; d’une 


façon un peu plus précise, € désignant une petite quantité positive 


(qui pourra être précisée plus tard), nous supposerons provisoirement 


M ,, hs 
que — dépasse une constante numerique. 


SR DEP RE NT a, 


¥ 
rl A es 
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wom : AE 7 
Nous distinguerons deux cas, suivant que la dérivée /’(a) est 


petite ou non dans le cercle de centre O et de rayon 7: 


I Eu 
PREMIER cas. — Dans le cercle|x| = 7? la dérivée f'(x) est en module, 


inférieure ae ™", 


x 


k est une constante numérique que nous serons amenés à déter- 
miner dans le second cas. Posons 


F(xz)= f(x) — f(0). 
Il résulte de l'hypothèse faite que, dans le cercle |x| = 3 cette 
fonction satisfait à l'inégalité 


|F(w) |< get. 


Au point A d’affixe 1, la fonction F(a) est supérieure en module 
à e“ —e™, quantité supérieure à 1. Donc, il existe un cercle limite 


|~| =] e compris entre z et | tel que |F(æ)| est inférieure a1 dans 


ce cercle et égale à 1 en un point 2, au moins de ce cercle. Les deux 


—k 


Eee ees AY eileen À I 2 
limitations de |F(æ)|, à savoir : r dans le cercle }2|—=o; +e dans 
4 


I . 1° . , x 
le cercle [| = 7 conduisent alors, en application d’un théorème que 


j'ai établi dans ma thèse (') à la limitation suivante : 
Dans le cercle |a| = te [t étant compris entre o et 1], on a l'inégalité 


| F(a) | PG e—AME(1—1)0(1) | 


. € . ’ . 
Faisons 1 —¢= 5: et soit a, le point du cercle |a|= te le plus 


(*) H. Mioux, Le théorème de M. Picard... (J. de Math. pures et appli- 
quées, 1924, t. 3, fasc. 4, p. 347-348). La propriété est démontrée pour t= -, 
2 
mais il suffit de faire une représentation conforme pour passer au cas de 
t quelconque. 
Cette propriété a été démontrée différemment par divers auteurs, notamment 


MM. Schmidt, Landau, Polya. Jen ai donné récemment une extension dans le 


volume IV de Mathematica, sous le titre: Sur certaines fonctions holomorphes 
et bornées dans un cercle. 


ta sree AUS 
ve vit 2 
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proche de z,. L’application du théorème B, rappelé au n° 18, à la 

fonction F(a) dans le cercle de centre a”, et de rayon cx, montre que 

le nombre des zéros de F(a) — a situés Hane ce cercle est supérieur 

à e MÆO(1), sauf peut-être pour des valeurs de a dont les images 

ne sont incluses dans deux petits cercles de rayon e~™°, 
Revenons maintenant à la fonction 


J(æ)=F(z) + fo) 


et rappelons que log| /(O)| est inférieur à m. L’équivalent de la pro- 
priété précédente est la suivante : 


Dans le premier cas, et en supposant de plus vérifiée l'inégalité 


(22) m<kMe?o(1), 


ul existe une circonférence de rayon <, dont le centre est intérieur au 
cercle | x|=1, à l'intérieur de laquelle le nombre des zéros de f(x) — a 
est supérieur à kMe?0(1), sauf peut-étre pour des valeurs de a dont les 
images sphériques sont incluses dans deux petits cercles de rayon e °°, 


Nota. — O(1) désigne une constante numérique, qui, bien entendu, 
n’a pas nécessairement la méme valeur partout ot elle figure. 

L’énoncé précédent suppose que Me? dépasse une constante numé- 
rique. 


a à L CMOS à 
DEUXIÈME cas. — En un point du cercle |x| = 7, la dérivée f'(x) est 
4 
supérieure ou égale en module à e~™. 

Remarquons que cette égalité a lieu non seulement en ce point, 
mais encore le long d’un arc de courbe continu issu de ce point'et 
aboutissant à la frontière du domaine où la fonction f'(æ) est holo- 
morphe. En particulier, il existe un arc de courbe continu L traver- 
sant la couronne circulaire 


en chaque point duquel on a l'inégalité 


(23) log|f'(æ)2|—ÂMe. 
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Rappelons qu’en vertu de l’une des hypothèses, en chacun de ces 


points, on a aussi 
log|f(æ)|< m. 


Ceci posé, nous démontrerons d’abord le lemme suivant : 


Lemme. — Si l'on fait la représentation, sur la sphère de Riemann, des 
é . € 
valeurs prises par la fonction f(a) dans le cercle |x|=1-+ =) on 


+ . . I 

. constate qu'il existe sur cette sphère un cercle de rayon A tel que toute 
valeur intérieure à ce cercle est prise par f(x) un nombre de fois au 
moins égal an, n étant une fonction de M et de € que la démonstration 
précisera. 

Supposons, en effet, que ce lemme n’est pas vérifié. Étant donnée 
une quantité b, on pourra alors trouver trois quantités a;[1=1,2,3] 
satisfaisant aux inégalités 


|a:i|<o(1), 
I 
la;— b| = OC), 
De Se A eats 
| ai — a;| S00) 


et qui ne sont prises par la fonction f(a) dans le cercle |æ|= - 


2 
qu'un nombre de fois inférieur à n. 

Faisons la représentation conforme du cercle |æ|—1+ © sur le 

à 


cercle | &'|—1 de façon qu’au centre O’ de ce nouveau cercle corres- 
ponde un point B choisi ultérieurement de l'arc de courbe L. La 
fonction f(a) devient ainsi une certaine fonction p(æ'). 

P; désignant un point du cercle |æ'|—1, en lequel o(x’) est égal 
ad; on à 


I 
8 0/P 


N[r,&]—=2lo 


[en supposant les a; choisis différents de 9(0')]. 
Les points P; correspondent, dans le cercle |æ|—1+ ©, à des 


points P;. Il résulte de la correspondance des deux domaines que 
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l’on a 
O'P;— O(1) BP; 
Kt, par suite, le nombre des zéros de f(a) — a;situés dans le cercle 


€ L bY , æ “ > , Q Là 
|~|=1-+ = étant inférieur à n, ona l'inégalité 


(24) N[t, a] <O(1)n +2 log pr 


Rappelons un théorème dû à M. H. Cartan (') : 
Étant donnés m points Q;, l'inégalité 


I 
2 log —— < mlogh 


CQ; 
est vérifiée par tous les points C extérieurs à des circonférences dont la 


26 
somme des rayons est —: 
h 


Appliquant la propriété aux trois groupes de points P; corres- 
pondant aux trois valeurs de z, on constate que l’on a chaque fois 
l'inégalité 


. I 
2 log CF, < nlogh 


pour tous les points C extérieurs à des circonférences dont la somme 


6e 
des rayons est au plus. 


Or, B est un point, encore non déterminé, de l'arc de courbe L, 
lequel traversant la courone circulaire, 


I 


fh 


<|x|<- 
x ee: 


ne peut évidemment étre enfermé dans des circonférences dont la 


I . 
somme des rayons surpasse $: Donc, on peut supposer que le point B 


(1) H. Cartan, Sur les systèmes de fonctions holomorphes... (Annales de 
l'École Normale supérieure, t. XLV, p. 273). 
Ann. Ee. Norm., (3), XLIX. — Novempre 1932. 43 


_ jouit des propriétés de e poi 
ES comme valeur de AC). Re 
LIRE ee eal À résulte alors de Vin ég En 


LATE ae Se 2 Se: ad 


ra 


ESS ee ae oe que ee are est supérieur à à —M. 
même, en raison de la CAL STA AE conforme, de log 
el RS ane En outre, on à naira TS SRE 3 
ae rer ales emer LEA (0!) | =log ive) | [<m-<kMBO(s) ieee 


i. Mere | ae après u une condition déjà imposée dans l'étude du premier cas. Se | 
JRECRER Appliquons la deuxième inégalité fondamentale deM.R. Nevanlinna, | 
sous la forme précise rappelée au n° 17; il vient I’ inégalité es TR 


(25). re OU )n + AMeO (1) Me O(1) + 0(1) 


r étant arbitraire, pourvu que l’on ait l'inégalité RATER 


Oi OY mehr 

Log|/f(A)| étant égal à M, il en est de mème de log|9(@’)| aù <a 
point. A’ correspondant au point A; d’après la correspondance con- a. 
forme entre les domaines des points æ et 2’, ona 


SOMME ys (i). : oe 


_ D’après la deuxième inégalité (1) RUE au n° 2 du présent ote 
Mémoire, on a donc, en cries par 7’ la moyenne arithmétique | ei 

- entre r et OA, aa 
T(r’, 9) > O(1) Me. 


Si Me? dépasse une constante numérique, on peut prendre r— 7"; ae 
l'inégalité (26) est, en effet, vérifiée dans ces conditions. 
Portant dans l'inégalité (25), il vient 


O(1)Me < O(1)n + KMeO(1) + AMe?O(1) + O(1). 
KS 
(*) On a aussi supposé, dans le cours de la démonstration de ce lemme, que 
les a; étaient choisis différents de 9(O'), c'est-à-dire de f(B). Or, il reste une 
certaine élasticité dans le choix de B; et, quitte à la déplacer très peu, on peut 
supposer qu'il en est ainsi. 


7, = à 


“4 
3 
3 
a 
e- 
à 
a 
€ 
3 
% 
>, 
E 
” 
kx 
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La constante # n’a pas encore été choisie. Si on lui donne une valeur 
numérique suffisamment faible [pour fixer les idées, la moitié du 
rapport des constantes numériques O(1) qui figurent au premier et 
troisième rangs dans l’inégalité précédente], 1/ vient 

n> O(1)Me. 


Yelle est la limitation inférieure de n, dont le sens est précisé dans 
l'énoncé du lemme. Ce lemme est donc démontré avec n= 0 (1)Me. 
Appliquons maintenant le théorème A, rappelé au n° 17, au partage 


: : 
du cercle|æ|=— 1 + ; en cercles de rayon > couvrant tout le cercle; 
4 


nous obtenons un énoncé, qui, combiné à l’énoncé obtenu dans l’étude 
du premier cas, fournit le théorème suivant : 


Tutortme VII. — Sort f(x) une fonction holomorphe dans le cercle 
[æ|=1+e et satisfaisant aux inégalités suivantes : 


log|f(æ)|£m pour |&|< = 


log|f(æ)|2M en un point au moins du cercle |x|=1. On suppose que 

Me”? 
mt 

Alors il existe dans le cercle |æ|=— 1 + ¢' un cercle de rayon ¢', à l’in- 


térieur duquel le nombre des zéros de f(a) — a est supérieur à Me'* O(1), 
sauf peut-être pour des valeurs de a dont les images sphériques sont 
incluses dans deux petits cercles de rayon e "°°", l’un de ces petits cercles 
entourant l’image du point à l’infint du plan des a. 


et Me'* dépassent des constantes numériques. 


Remarque. — Ce théorème n’a pas acquis sa forme définitive : il 
semble que l’on peut espérer assigner Me/O (1) comme limite infé- 
rieure au nombre de zéros de f(x) — a (sauf, bien entendu, pour les 
valeurs exceptionnelles de a). 


COROLLAIRE DU THEOREME VII. — Sow f(x) une fonction holomorphe 
a|=1-+ ¢! et satisfaisant aux conditions suivantes : 


dans le cercle 
1° En un point au moins du cercle|x|=1, log | f(a)| est supérieur 
ou égal à M (on suppose que Me" dépasse une constante numérique ); 
2° Dans le cercle |tæ|—=1-Ke , il n'existe aucun cercle de rayon’, à 
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l'éntérieur duquel le nombre des zéros de f(x)—a est supérieur à 
Me*O(1), sauf peut-être pour des valeurs de a, dont les images sphé- 


. . . —Me30) 
riques sont incluses dans deux petits cercles de rayon e""". 


Alors, on peut affirmer qu'en un certain point intérieur au cercle 
I : Se JA ARTE 
[æ|= ;: la fonction f(x) vérifie l inégalité ; 
log | f(a) | > Me?O(1). 
Apres une représentation conforme convenable, on peut remplacer 
la conclusion précédente par la suivante : 
x se RE. I 
Alors, on peut affirmer qu'à l'intérieur de tout cercle de rayon 7 
intérieur au cercle |x| =1, tl existe un point en lequel la fonction f(x) 


vérifie l'inégalité 
log | f()| > Me!20(1). 


C’est avec cette dernière conclusion aus nous  appliquerons le corol- 
laire du théoréme VII. 


CHAPITRE II. 


APPLICATION A LA DISTRIBUTION DES VALEURS 
D'UNE FONCTION ENTIÈRE D'ORDRE INFINI. 


20. Soit /(z) une fonction entière d'ordre infini, et soit r’ une des 
valeurs de |z| dont il est question dans l’énoncé du théorème III (vor 
cet énoncé); pour simplifier, on fera, dans ce théorème, 


j= — et 


Il résulte de ce théorème qu'il existe deux points P, et P, tels que 
l'angle P, OP, est au moins égal à 


9 
0 


log? T(r", f) 
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et, en chacun de ces points, la fonction f(z) vérifie l'inégalité 
log|f(2)12 = Tr", f). 


Ceci posé, construisons deux circonférences C, et C, dont les 
es ù NES he ‘ 

rayons, pour fixer les idées, sont égaux à 79’ qui sont orthogonales à 
la circonférence |z|=7’ et passent l’une par P,, l’autre par P, de 
facon qu’elles ne comprennent pas a leur intérieur le plus petit 
arc P, P,. Construisons encore les circonférences I, et l, déduites des 
précédentes par homothétie par rapport à leurs centres respectifs, le 
rapport d'homothétie étant 1 + ¢’, avec 


Il résulte de ces constructions, et du minimum de l’are P, P, que la 
différence des arguments de deux points pris l’un dans F,, l’autre 
dans F,, est encore supérieure à 


I 


Ceci posé, deux cas qui s’excluent et se complètent, peuvent être 
prévus a priori, suivant que l’on se trouve dans les circonstances 
décrites dans l’énoncé du théorème VII ou de son corollaire. 


PREMIER cas. — On peut appliquer le théorème VII à l'étude de la 
fonction f(z) dans chacune des circonférences Y, et T';, en prenant 


2 Tr, f) comme valeur de M; c’est, en effet, une valeur dépassée 


par log| /(z)| aux points P, et P,. 
Alors il existe, dans chacun des cercles I’, et l',, un cercle de rayon 


r’ 


10 log? T(r’, f) 

OWT" f) 

images sphériques sont incluses dans deux petits cercles de rayon 
OW) TS) 


A log T (r’,f) : 


» à l’intérieur duquel le nombre des zéros de f(z) — a 


, sauf peut-être pour des valeurs de a, dont les 


Ce premier cas se présente nécessairement lorsque /(=) est une 


7 étant ques Sd 
_ Le théorème VII ne cesse pas d’é être applicable dans toutes ces 
extensions. | AS) 


BEA ARE ouver tee sr € 


dans le cas où l'ouverture dit A est | 
dans ce cas, on opère de proche en proc 


“ 74 
- r 
décrivant des circonférences de rayon = -, qui se déduis sent 
férences C, et Cy par des rotations autour de l'origine. On 


généralement encore, affirmer que le premier cas se présente | 
la on 4 22 se à. l'extérieur de l’angle (fini) du alin 


ie 
maison <00 EL 


5 


‘Devxiéue cas. — Le théorème vil n'est pas ntoalle ae l’une au 
moins des circonférences TV, et T,; dans cette circonférence, soit T,, 
son corollaire est donc applicable. | à 

Il en résulte qu’en deux points au moins Q, et Q, d’ Ares rer 


et r,e%, r, et r, d'une part, 9, et 9, d'autre part, satisfaisant aux 


inégalités 
OU<R<OM,  In—m1>0O(), 

ona 5 
eo) qa ee > 


Tos'T(r, fy (=) 


SHPROPQUS que ce deuxième cas se présente pour une suite de valeurs 
der’ tendant vers l'infini. Nous nous contenterons de montrer lexis- 
tence de deux suites de circonférences C, et C;, s’éloignant indé- 
finiment, vues de l’origine sous des angles qui tendent vers O, dont 
les centres ont leurs arguments qui tendent vers deux limites diffé- 


rentes 9 et 9’ et telles que le nombre des zéros de f(s)—a situés 
dans C, ou C, est supérieur à 7" ou 7" [7, et 7, désignent les modules 


des centres de C, et C;, et A, est une quantité qui augmente indéfini- 
ment avec » |, sauf peut-être pour des valeurs de a ‘dont les images 
sphériques sont incluses dans deux petits cercles de rayons e~"" 


PAS 
OUR, ; 


gr? 
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Dans l'ensemble des C,, ou des C,, les zéros de f(s) — a ont un 
exposant de convergence infini, sauf peut-être pour une valeur 
finie de a. 

En effet, prenons pour valeur une des valeurs limites de 9,, et 
pour 9’ une des valeurs limites de o,, différente de 9, ce qui est 
possible, d’aprés ce que nous avons vu au sujet de la différence 
|e, — ©, |. Traçons deux angles, w et w', d’ouverture €, admettant 
comme bissectrices les rayons d'arguments © et o'; e est choisi assez 
petit pour que ces deux angles soient extérieurs l’un à l’autre. 

Étudions les propriétés de la fonction f(z) dans l'angle w par 
exemple, la fonction y est d'ordre infini, et par conséquent, appli- 
quant une propriété connue, l’exposant de convergence des zéros de 
f(z)— a situés dans cet angle est infini, sauf pour une valeur de a 
au plus. L'existence de la suite de cercles C, s'établit très aisément 
à l’aide des considérations suivantes : la fonction f(z) étant d'ordre 
infini dans l’angle w, le maximum de log|f(r*)| dans cet angle croît 
plus rapidement que 7*, si grande que soit la constante positive A. 
[Notons que pour certaines valeurs de r, la plus grande des quantités 
précédentes peut être r* |. Il en résulte que l’on peut trouver deux 
suites de quantités de r, et A,, tendant vers l’infini, de façon telle 
que les inégalités suivantes sont vérifiées : 


log | (Tne?) |< rie, 
max. log | f[7n(1-+ €) &? ]| > [ra(a+ €)]™ 


(les points d’arguments © étant intérieurs à l'angle w). 
Construisons la circonférence y, tangente aux côtés de l’angle w et 
dont le centre est situé à la distance r, de l’origine. 
Dans la partie de y, située à une distance de l’origine inférieure a7, 
ona 
log| f(z) |<rnv=m, 
tandis qu’en un point a de la circonférence concentrique à y, et de 


rayon double, ona 
log| f(z) | > [ra(i + es) M. 


Nous pouvons appliquer le théorème VIT; nous obtenons ainsi la 
propriété suivante : 
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Dans le cercle concentrique à y, et de rayon 3er,, 1l existe, dès 
que [1 +e]"e? dépasse une constante numérique, un cercle y, de 
rayon e’r, à l’intérieur duquel le nombre des zéros de f(z)— a sur- 
passe O(1) «ri, sauf pour les valeurs exceptionnelles possibles, 
habituelles de a. 

Ces cercles y, sont vus de l’origine sous des angles qui tendent 


vers Zéro avec =, si l’on fait dépendre <’ de n d’une façon convenable 


An 
Ke peut par exemple prendre e’=(1+¢) * iF 

D'autre part, il résulte du nombre des zéros de f(z) — a situés 
dans chaque y, que dans l’ensemble des y,,, l'exposant de conver- 
gence des zéros de f(s) -- a est infini, sauf pour une valeur finie au 
plus de a. 

Pour terminer l’étude du deuxième cas, énoncons la propriété sui- 
vante : 


Ou bien toute demi-droite issue de l'origine est bissectrice d’un 
angle d'ouverture arbitrairement petite dans lequel les zéros de 
f(s) — a ont, sauf pour une valeur finie au plus de a, un exposant de 
convergence infini [avec existence de cercles de remplissage comme 
il vient d’être montré |. 

Ou bien le premier cas se présente pour une suite de valeurs de 7’ 
tendant vers l’infini [on peut prendre 7’ dans tout intervalle 7, 2r]. 


Cette propriété résulte aisément des remarques faites à la fin de 
l'étude de ce premier cas. 


21. Résumons les propriétés obtenues dans le théorème fonda- 
mental suivant : 


Tutortme VII]. — Toute fonction entière d'ordre unfint possède au 
moins deux suites de cercles de remplissage C, et C,, vus de l origine 
. 5 I 
sous des angles qui tendent vers séro avec —» les cercles C, et Ci, étant 
3 


traçés tous deux dans la couronne circulaire : 
Pres pe rar, (limr,= ),. 


Dans GC, et dans C,, le nombre des zéros de f(z) — a est au moins égal 
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1 Ne . . ». . A 
. arn’ [A, croissant indéfiniment avec n] sauf peut-être pour des valeurs 


de a dont les i images sphériques sont incluses dans deux petits cercles de 
rayon e-™" | l’un de ces petits cercles entoure Vi image du point à l'infini. 


du plan des a. 

Donc, dans chacune des suites ©, et Ci, Vexposant de convergence 
des zéros de f(3) — a est infini sauf pour une valeur finie au plus de a. 

Les cercles G, et C;, sont extérieurs l’un à l'autre. Dans les circons- 
tances les plus défavorables, la différence des arguments de leurs points 

Ê , x I 0 7 . 
est au moins égale à ja —7—>) r, désignant une certaine valeur com- 

oe TL ra f] 
prise entre r, et 2r,. 

En ce qui concerne l’existence de deux suites de cercles de rem- 
plissage, la soudure est ainsi faite entre le cas des fonctions entières 
d'ordre infini, et celui des fonctions entières d’ordre fini o supérieur 
AS ARE 
à = Mais il faut remarquer que dans ce dernier cas, dans les circons- 
tances les plus défavorables, la différence des arguments des points 
de deux cercles de remplissage correspondants C, et C, est au moins 
égale à une quantité qui tend, lorsque nm augmente indéfiniment, 

: Ces er 
vers la plus petite des quantités ee = [lorsque » o est supérieur 


3 TC : : +s 

a 1 c'est =| : il semble que, dans le cas des fonctions entiéres d’ordre 
infini, la limite inférieure de la différence des arguments de C, et C, 
puisse étre, pis exactement que la limite trouvée, une quantité de la 


forme 
rlogr, 


logT[7n, f] 


pour cadrer avec le cas des fonctions entières d'ordre fini. 


CHAPITRE IV. 


ÉTUDE DE FONCTIONS PARTICULIÈRES. 


22. Nous nous proposons de revenir, dans ce Chapitre, sur l'étude 
des fonctions entières f(z) d'ordre infini satisfaisant à la condition 


ae". 
ie 


= 
<a 


Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — NOVEMBRE 1932. 


PT Ca sd = LL: 
; HENRI ons. | 


aux Seule du ü Chapitre Il, ae PE à en 
_[positions, nombre des zéros de | J()—a, valeur d 
cercles de remplissage de ces fonctions. 


el > 
Nous nous bornerons au cas des fonctions entières du typ lér a 
_ qui sont d’ordre fini à l'extérieur d'un angle d ouverture arbi airement ee 
_ petite, quoique les raisonnements que nous ferons s'étendent « sans 
modification notable aux fonctions qui sont d'ordre fini à l'extérieur ae 
d’un angle d'ouverture finie inférieure à 27. Mais notre but étant sur 
tout de fixer d’une manière très précise un minimum de l'écart des 
cercles de remplissage correspondants des deux suites que nous 
savons exister d’après les résultats généraux du Chapitre IV, ces fonc- 
tions plus générales perdent, à ce point de vue, leur intérêt car elles 
_ possèdent des suites de cercles de remplissage possédant plusieurs, et 
même en général une infinité, d'arguments limites. : 


23. Revenons aux résultats signalés dans l’énoncé du théorème V, 


et, reprenant les notations qui y sont utilisées, considérons le BY 
: domaine A, situé à l’intérieur de la couronne circulaire limitée parles | e 
apt ol P 
ae cercles 
(2 [and (ee aie) 


et en tout point duquel la fonction J (s) satisfait à l'inégalité | 
log log | f(s) | > (1— 481) p|3|. 3 4 


Soit à une demi-droite issue de l’origine, et coupant le domaine A. 
Construisons deux droites à, et à,, parallèles à d, situées de part et 
d’autre de ¢, à la mème distance, et coupant encore, l’une et l’autre, 
A. L'énoncé du théorème V nous indique qu'il existe au moins une 
| direction à et deux parallèles associées 3, et 5, telles que la distance 


de ces deux parallèles est au moins égale à (1 — 62e ei) Pour simpli- 


fier les expressions, nous prendrons comme partie ete de l’axe 
réel la demi-droite à; nous désignerons par P, et P, deux points quel- 
conques de A situés respectivement sur à, et à,. 

as Construisons un cercle ,, tangent à à, en P,, situé dans le demi- 
D: plan, découpé par à, qui ne contient pas à,, et choisissons la valeur 
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[3,| comme rayon de ce cercle. La fonction /(s) étant d’ordre fini à 
Re Le 

l'extérieur d’un angle d'ouverture arbitrairement petite, on a, dans la 
moitié au moins de ce cercle T,, une inégalité de Ja forme 


log log | f(z) | < A log |z|, 


A est une constante ne dépendant que de la fonction f(z). 

Nous pouvons appliquer le théorème VII à la fonction f(z) consi- 
dérée dans le cercle I,, concentrique au cercle l,, et dont le rapport 
d’homothétie avec ce cercle est (1+e'). Désignons par z, l’affixe 
de P,. La valeur de la quantité M figurant dans l’énoncé du théo- 
rème VII est ici 


ell =) pla 
et la valeur de la quantité m 
[a lOGF. 


Les conditions imposées dans l’énoncé de ce théorème se traduisent 
ici de la façon suivante : 


elle) pla 2/2 


[100 


et el—")plsle/s 


doivent dépasser des constantes numériques. Ces conditions sont 


réalisées, lorsque | 3, | est assez grand, si l’on choisit 


Alors, il existe, dans le cercle F,, un cercle y, de rayon O(1)/ 2, |e’, 

à l’intérieur duquel le nombre des zéros de f(s) — a est supérieur à 
p= ai — 4€) | 24 

sauf peut-être pour des valeurs de a dont les images sphériques sont 
incluses dans deux petits cercles de rayon e~’. 

Ce qui-vient d'être dit pour le cercle I’, peut être répété pour le 
cercle I’, construit d’une façon analogue a partir du point P,. 

Remarquons que les deux petits-cercles y, et y; satisfont aux 
conditions suivantes : 
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a. Ils sont contenus dans une même couronne circulaire 
|z|=|2n] O(2). 
b. Sil’on mène les parallèles à l’axe réel à, et 6, tangentes ay, et Yo, 


de façon que ces circonférences soient à l’extérieur de ces parallèles, 
l'écart entre 3, et à, est au moins égal à ve 


(1 = 628) 7 — 26. 


24. Résumons et simplifions les résultats du n° 24 dans le théorème 
suivant : 


TaéorÈME IX. — Les notations du théorème V étant conservées, il existe, 
à l’intérieur de la couronne circulaire 


|sn|O(1) <|s|<|4n| O(n), 
deux petits cercles au moins, Y, et Y:, à l’intérieur de chacun desquels le 
nombre des zéros de f(3)— a est supérieur à 
el 1z10(4 P 


sauf peut-étre pour des valeurs de a dont les images sphériques sont 
tncluses dans deux petits cercles de rayon 


— ef |=110(1) 


Les rayons de y, et y, sont égaux à F 


e7 P1511 O(1), 


Les cercles y, et Y, sont situés de part et d’autre, et à l'extérieur, d’une 
certaine bande rectangulaire indéfinie, de largeur 


Sa — 62¢,) — 2e— PII O11) 
0 ) 
dont l'axe médian passe par l’origine. 
25. Le théorème précédent précise les positions relatives des deux 


suites de cercles de remplissage possédées par la fonction f(z). Le 
corollaire suivant en est la conséquence immédiate. 
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COROLLAIRE Du THÉORÈME IX. — Soit f(z) une fonction entière d'ordre 
infin, dont l'indice caractéristique satis fait à la condition 


Em los Tr, f) 25 
SS. aes 

et qui soit d'ordre fini à l’extérieur d’une bande rectangulaire indéfinie ; 

on sait (théorème VI) que la largeur de la bande est au moins égale à =: 

Il existe au moins 2 demi-droites 8, et à, parallèles aux frontières de la 

bande, écartées l’une de l’autre d’une quantité au moins égale à =, 


et telles qu'à l'intérieur de chacune des bandes rectangulaires d’écart 
arbitrairement petit ayant pour bissectrice (ou axe médian) 6, et à, les 
séros de f(z) — a ont un exposant de convergence in/fint, sauf pour une 
valeur finite au plus de a 


Bien entendu le théorème IX permet d’énoncer des résultats plus 
précis, mais moins concis et moins clairs. 

Certaines fonctions, comme la fonction de Mittag-Leffler, citée au 
n°16, ne possèdent que deux demi-droites telles que à, et &,; la fonc- 
tion de Mittag-Leffler converge uniformément vers l'infini lorsque 
|3 | augmente indéfiniment à l’intérieur de toute bande rectangulaire 
indéfinie B intérieure à la bande limitée par les droites 

R(s)>0,  S(:)—=+T 


p 


et tend vers zéro lorsque |s| augmente indéfiniment a l’extérieur de 
toute bande 
\ A Te 
R(z)>0, T(z) SG HE)  (e>0). 
t 


Cet exemple montre que les résultats énoncés dans le corollaire 
précédent ne peuvent être, à un certain point de vue, améliorés. 


26. Nous terminerons en énonçant sans démonstration les pro- 
priétés suivantes, compléments du corollaire précédent. 


* 2! LI % bd \ r T 
Sil n'existe qu'un système de droites 6, et Oa, leur écart est exactement et 


La fonction f(z) est à croissance régulière, en ce sens que l’on a 


in TER D 2, 
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Si l’on forme une fonction entière (qui est nécessairement d'ordre 
fini) 9(s), possédant comme zéros les zéros de f(s) intérieurs à une 


f(@) 


: A > 4 4 Bop $ Q © 
bande rectangulaire indéfinie B intérieure à la bande 0, 0,, le rapport ~~ 
: é 9 (2) 


converge uniformément vers l'infini dans B. La fonction f(z) converge 
elle-méme uniformément vers l'infini dans B, exception faite de régions 
pouvant étre enfermées dans des cercles très petits, dont les dimensions 
tendent rapidement vers zéro lorsque ces cercles s éloignent indéfiniment, 
les cercles n'ayant aucun point commun entre eux. 


L’énoncé précédent s'inspire d’une part des propriétés de la fonction 
de Mittag-Leffler, et, d’autre part, d’un énoncé analogue (') que j'ai 
établi pour les fonctions entières d’ordre fini, et dans lequel principa- 
lement les mots bande rectangulaire doivent être remplacés par le mot 
angle. La démonstration peut être menée parallèlement à celle qui a 
été donnée pour les fonctions entières d’ordre fini. 


? 


(') Voir H. Mrrroux, Les cercles de remplissage... (Acta Math., t. 52 
Ch. V). 


OE À né, ts dut. 
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INTÉGRALES DÉPENDANT DE PARAMETRES ARBITRAIRES 


Par M. Emme COTTON 


Professeur à la Faculté des Sciences de Grenoble 


Introduction. — On rencontre, dans diverses questions de Mécanique 
ou de Physique, des intégrales dépendant de paramètres arbitraires 
qui figurent dans la fonction sur laquelle porte l'intégration et qui 
interviennent aussi pour définir le domaine auquel elle s'étend. 

Le présent travail se rattache au cas le plus simple, celui où la fonc- 
tion est analytique; la frontière se compose d’un nombre fini d’élé- 
ments, eux aussi analytiques. Tant qu'aucune modification ne survient 
dans la disposition de ces éléments frontières, l'intégrale dépend 
analytiquement des paramètres (n°* 1 à 4); mais des singularités peu- 
vent se présenter lorsque cette disposition change ou quand un point 
multiple apparaît dans la frontière. 

Ces singularités sont étudiées ici pour les intégrales doubles dépen- 
dant d’un paramètre quand, pour une valeur isolée du paramètre, 
trois courbes frontières viennent à concourir (n°6) ou que deux de 
ces courbes viennent à setoucher (n°7), ou qu’enfin une telle courbe 
acquiert un point double. Les résultats antérieurement énoncés 
(Comptes rendus, 19%, 25 janvier 1932, p. 335) pour le cas où le point 
double est à tangentes distinctes, sont démontrés (n° 8, 9). Le théorème 
de Weierstrass définissant pour une fonction analytique de plusieurs 
variables, infiniment petite en même temps que ces variables, un 
élément analogue à la partie principale d’une fonction analytique 
d’une seule variable joue dans cette démonstration un rôle essentiel; 
le lemme de M. Goursat, sur lequel il a basé l’importante démonstra- 
tion élémentaire qu’il a donnée du théorème de Weierstrass, intervient 
également. 
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Le cas (non étudié dans la Note précédente) du point double à tan- 
gentes confondues, est ensuite examiné, Un théorème sur la conver- 
gence de certaines séries entières (n°11) ramène la question à l'étude 
au voisinage de u — o d’un nombre fini d’intégrales hyperelliptiques 
dépendant de ce paramètre w, les racines du polynome en x, R(æ, u) 
placé sous le radical carré venant toutes se confondre pour cette valeur 
singulière wo, et l’une au moins des limites de l'intégrale étant 
une telle racine. 

Cette question est voisine de celle qu’a traitée Fuchs dans un 
Mémoire célèbre (Journal de Crelle, 71, 1870, p. 91), mais se trouve 
plus étendue en un sens puisque les coefficients du polynome R sont 
des fonctions analytiques de wu (s’annulant pour uw =o) et non pas des 
polynomes en u, comme dans ce Mémoire, et par ailleurs plus res- 
treinte puisqu’on ne s’occupe que d’une seule valeur singulière uo. 
Une étude spéciale serait nécessaire pour l’aborder dans toute sa généra- 
lité. Cette étude est évitable lorsque R est du second degré en x (ce qui 
correspond au point double à tangentes distinctes) parce que les 
intégrales simples peuvent être alors calculées; elle se fait aisément 
dans le cas (n° 13) où elle est posée par l’examen du point double à 
tangentes confondues. . 

En résumé, la nature des singularités provenant de l'apparition 
d’un point double dans la frontière du domaine plan d'intégration 
double est ainsi connue, du moins dans le cas général, celui qu'on 
peut caractériser de la façon suivante: Les courbes frontières L, du 
domaine d'intégration situé dans le plan (a, y) sont les projections 
sur ce plan de sections planes d’une surface S de l’espace (a, y, w). Le 
point double qui apparaît pour v=o sur la ligne correspondante L, 
est la projection d’un point P de la surface S, et P n’est pas point 
singulier de S. 

Un dernier paragraphe (14) est consacré à l’apparition d’un point 
double (à cône de tangentes non décomposé) dans la frontière d'une 
intégrale triple. 


1. Intégrales simples. — Considérons d’abord une intégrale simple 


b 
I(u, =f LRU ew yds, 
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J étant, dans un domaine D de l’espace (x, u,e) fonction analytique 
réelle de ces trois variables réelles, les bornes a et b sont aussi fonc- 
tions analytiques de w et de e dans le domaine d projection de D sur 
le plan (u, ). Soit à un point intérieur à d; nous supposons nulles, 
pour abréger l’écriture, les coordonnées de ce point; 2 est la projection 
d’une droite A de l’espace; nous admettons que le segment AB de A 
obtenu en faisant varier æ entre a(o, 0) et b(o, 0) est tout entier inté- 
rieur (au sens strict) à D. 

Pour tout nombre « compris entre a(o, 0) et b(o,0), f(x, u, +), 
a(u,¢), b(u,e) sont développables en séries ordonnées suivant les 
puissances de 2 — a, u, v convergentes tant que les modules |æ— «|, 
|w|, |¢| sont inférieurs à des nombres positifs que nous pouvons 
prendre tous trois égaux à ¢. Insérons alors dans l’intervalle a(u, ¢), 
bu, +) n nombres x; indépendants de u et », tels que les différences 
Ti — A, X,_—#,, ..., En — Lys, 0 — «x, aient toutes le même signe 


etsoient, en valeur absolue, inférieures à €. Les intégrales / fdx sont 
calculables avec les séries obtenues en intégrant terme à terme par 
rapport a x les développements de / en séries entières en æ —x;_;, 


u, °; ces intégrales sont évidemment des fonctions analytiques de u et 
4 b 

dev. Le même procédé s’applique au calcul de ae fdx, et de ig fdx; 
a Un 


en appliquant aux séries donnant ces intégrales le théorème sur la 
substitution de séries entières aux variables d’une série entière, on 
voit que ces deux intégrales sont aussi fonctions analytiques de u et 
de ¢. 

En définitive, il suffit d’ajouter un nombre fini (nm + 1) de fonctions 
analytiques de w et de » pour obtenir I(u, 7); l'intégrale proposée est 
fonction analytique des paramètres. 

La proposition reste vraie quel que soit le nombre des paramètres 
dont dépendent la fonction à intégrer et les bornes de l'intervalle 
d'intégration ('). 


(‘) Il est naturel de rattacher cette proposition aux théorèmes de Poincaré 
(Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. 1, Chap. IH) sur les 
solutions de systèmes différentiels dépendant de paramètres arbitraires. Soit 
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A “a 1 
\ =, OT 
j SC 


an que is at x, A TR à un He 
et t que te restent \ voisins de valeurs sae 


mais en restant, ate ty ae et | Lo] Etes HR à a. Diu a “étend 
pas à l'infini, sa frontière C(u, e) est formée d’un nombre fini Cares ae ns 
de courbes données par des équations de la forme dre 


TT | 


Gila, y, u, 0) =O, 


dont les premiers membres sont (pour 2, y intérieur à @ et pour ju u| 


l'équation." eS 7: x 


dy oy 
TE = Itz; J, U, v). 


On suppose f fonction analytique des variables. 


L’équation est équivalente au système as de à 
dy dx 
a À CE ps LL, v), Phe : 


auquel on-applique un théorème de Poincaré (Joc. cit. n° 28): Les valeurs 

_ pour t=¢,-+7 des solutions y, æ de ce système correspondant aux valeurs 
initiales (pour { —0) yo, x, sont fonctions in des VOS de Yo, To, u, ? et t. La 
proposition concernant les intégrales I(u, #) s’en déduit en prénant f indépen 
dant de y, et faisant 2, =a(u, 9), Yo=0, 4 = b(0, 0) —a(o, 0), 


bo +t=b(u, ¢)—a(u, v); 


on peut: supposer &4(0,0)—o en choisissant convenablement l'origine des 
axes Ox, Oy. 

Inversement, on peut aussi appliquer la méthode de subdivision utilisée pour 
les intégrales pour passer, dans la démonstration du théoréme de Poincaré, du 
cas d’un petit intervalle de variation de la variable indépendante au cas d'un 
intervalle d’étendue quelconque. Mais on suppose alors que les seconds membres 
des équations différentielles dépendent analytiquement de la variable indépen- 


dante, hypothèse qui n'est pas nécessaire dans les démonstrations habituelles 
du théorème de Poincaré. 
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et |#| petits) fonctions analytiques de ces quatre variables. De plus, 
nous admettons que, pour u—+—o, les hypothèses suivantes sont 
vérifiées : 

1° Il n’y a pas de contact entre les arcs faisant partie de la frontière ; 
autrement dit les déterminants fonctionnels 


Pia 9 
Pie Pyiy 


sont différents de zéro pour tous les sommets de la courbe frontiére 
C(o, 0) (nous appelons sommets les points de rencontre des arcs dont 
elle est composée). 

2° Il n’y a pas de points singuliers de ces courbes, ni sur les arcs 
frontières ni aux sommets où ils se rencontrent, c’est-à-dire que Ge 
; ne s’annulent pas simultanément sur un arc frontière d’équa- 
tion 9; — 0. 

3° En chaque sommet aboutissent seulement deux arcs de la frontière. 


Les théorèmes d'existence des fonctions implicites définies par des 
équations analytiques montrent que le nombre des sommets de C(u, ¢) 
ne change pas pour | wz], |] assez petits et que les coordonnées de ces 
sommets sont fonctions analytiques de u et e. Les arcs de la frontière 
peuvent être subdivisés en un nombre fini de partiestelles que l’unedes 
deux coordonnées æ, y soit fonction analytique de l’autre, de et de v. 

Nous diviserons alors le domaine D(o, o) et la partie avoisinante du 
plan (2, y) en domaines partiels par des parallèles X, Y aux axes, 
parallèles qui ne varieront pas avec wu et ¢, ces domaines seront en 
nombre fini, mais toutefois assez petits pour que les conditions indi- 
quées plus loin soient remplies. Nous prendrons les points de division 
des arcs frontières de C(u, ©) en parties de façon que chacun d’eux se 
déplace sur l’une de ces parallèles. 

Un rectangle R; tout entier intérieur à D(o, ©) sera encore intérieur 
à D(u, °) pour |u|, |¢| assez petits. | On admet que les points de ren- 
contre des droites X et des droites Y ont été choisis de façon à ne pas 
se trouver sur C(o, o]. On calcule alors l'intégrale de f(x, y, u, +) 
étendue à ce rectangle R; en intégrant d’abord par rapport à æ; ce 
qui donne (n°1) une fonction analytique g de y, u, °; en:intégrant 
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ensuite g par rapport à y, on a une fonction analytique de wu et de ¢. 

Nous subdiviserons, s’il le faut, les rectangles R, traversés par les 
frontières C(o,0) et C(u,v) par de nouvelles parallèles X'Y' aux 
axes Oz, Oy: 

En un point de C(u,+) où la tangente est paralléle a Ox, nous 
menons une droite Y' et procédons d’une façon analogue pour les 
points de contact des tangentes parallèles à Oy. On peut toujours 
admettre qu’aucune de ces tangentes n’est tangente d’inflexion; s'il 
en était autrement, on changerait la direction des axes Ox, Oy. Dès 
lors, les deux coordonnées des points de contact sont fonctions ana- 
lytiques de w et de v. 

Par tout sommet de C(w, 6) intérieur à un rectangle R., nous mene- 
rons une droite X’ ou Y’, et de même par les points de rencontre des 
côtés de R, et du contour C(u,e); la partie de I(æ, y, u, ¢) correspon- 
dant à R, s'obtient alors par addition ou soustraction d’intégrales 
doubles de la fonction f(x, y, u, +). Les unes sont étendues à des 
rectangles R, limités par des parallèles aux axes pouvant varier avec 
u, Ÿ, mais pour celles-ci le mode de calcul relatif aux rectangles R; 
ne subit que de petites modifications et le résultat reste valable. Les 
autres correspondant à un domaine d'intégration limité par des paral- 
léles (trois au plus) aux axes et par un arc de C(u,¢) où l’une des 
coordonnées est fonction analytique de l’autre et des paramètres. 
Supposons que a dépende de cette facon de y, wet»: on intègre d’abord 
par rapporta a; puis par rapport à y : dans chacune de ces quadratures 
les hypothèses du n° 1 sont réalisées. 

En définitive, on combine par addition ou par soustraction un 
nombre fini de fonctions analytiques pour obtenir I(w, ); cette inté- 
grale dépend analytiquement des paramètres. Ici encore, leur nombre 
peut être quelconque. 


3. Intégrales triples. — Une proposition analogue s'applique aux 
intégrales triples portant sur une fonction analytique f(a, y, 3, u, °) 
des coordonnées et des paramètres, le domaine d'intégration D(u, 6), 
tout entier à distance finie, étant borné par une frontière S(u, e)com- 
posée d’un nombre fini de faces déterminées par des équations analy- 
tiques (x, y, s,u,v)— 0. Indiquons rapidement la démonstration. 


| zs te areas: ne des faces ie ae e), les ie 
i Eales z"de chaque intégrale simple dans un domaine partiel è(u, 6) 
sont les cotes de points variant sur deux faces déterminées de S(u, ¢) 
u sur deux parties d’une même face). Elles dépendent analytique- 
38 nent dex, y, u, ¢ tant qu'on ne rencontre pas de point de contact — 
d' un plan tangent parallèle à Oz. Nous diviserons donc tout d’abord 
D(u,v)en He parties D,(u, 6), D,(u, ¢) par des cylindres fixes Ta 
génératrices parallèles à Oz; tous les points de S(u, ¢) où le plan tan- 
gent fait (pour des valeurs de u, # voisines de zéro) un très petit angle 
avec Oz appartenant à la frontière de Dy. 
ee Pour les domaines partiels à,(u, 6) de la première partie D,(u, v) 
l'intégration simple donne un résultat analytique z(x,y, u, e) qui doit 
être transformé par intégration double étendue à un domaine a(u, °) 
du plan aOy. Le contour C(u, 6) . ce domaine est composé d’arcs à 
rs équations analytiques CH LU 2 » sections de I ou projections des 
_ arêtes de S(u,s); nous sn à cet effet, que deux faces de S 
_ contiguês 2 à une même aréte ne sont pas tangentes 2 que deux arétes 
i me d une même face ne viennent pas se toucher. 

Les sommets de C(w, 6) auront leurs coordonnées analytiques si, 
comme nous l’admettrons, un sommet de S(u,¢) n'appartient qu’à 
_trois faces, les plans tangents à ces trois faces formant un véritable 
“trièdre. L'apparition d’un point double sur C(u, ei est écartée par 
_ l'hypothèse de l’absence de contact entre faces voisines. La nature 
Pate de l'intégrale triple est ainsi établie pour la partie D,. 

Quantal’ intégrale étendue à D,, on l’étudiera comme on vient de le 
ré pour D,, mais en remplaçant Oz par Ow ou Oy. On admet ici que 
_ le plan tangent à S(u, +) ne peut pas devenir indéterminé, c’est-a-dire 
- que les faces n’ont pas de points multiples. 

Mentionnons seulement la possibilité d’étendre les résultats précé- 
dents aux intégrales curvilignes, aux intégrales de surfaces, aux 
ire à Are de trois dimensions... Nous dirons plus loin 
(n°12) quelques mots concernant les variables complexes. 


ae de panne! Nes Coneidérel y 
connexe, limité par une surface fixe fermée 
E(u.r, w) d’une carène limitée par E et par u un pla 
variable ayant pour équation ù 


e : | CPR ta Sr AC pas 


est en général fonction analytique de u, ¢, w;ilen est de méme edes 
moments linéaires de la carène par rapport aux trois plans de coor- 
données et par suite (tant que E est différent de zéro)des cportunnees LR 
a, b, c du centre de carène. | a DE see J poem 

De même, le centre de flottaison [ point de contact de ce plan et de 


son enveloppe quand E(u, ¢, w) reste constant] a pour coordonnées 


a Se ees ’ : 6 = a ee ea ey 

Dour pho we Te Be se Py eee ee, : à 
pee Be À ! 3 
Vu eR, Lors 


ne. On démontre facilement que le dénominateur commun de ces trois ‘A 
fs? expressions est égal au produit de l’aire de la flottaison par 
Vu?+ + w; il est donc différent de zéro et les coordonnées du 
centre de flottaison sont aussi fonctions analytiques de w, ¢, w. 
Peut-il y avoir des cas d’exception? Puisque Set le plan de flottaison — 
ne cessent pas d’être surfaces analytiques, c’est seulement par l’appa- 
rition d’un point singulier dans leur courbe d’intersection qu'il peut 
s’en produire. L'ensemble des plans de flottaison exceptionnels pour 
-_ lesquels la correspondance entre a, b, c, a, B, y et u, v, w cesse d’être 
analytique est donc l’ensemble des San tangents à la surface X. | 
Quand celle-ci n’est pas convexe, il y a des Shins de flottaison excep- 
tionnels donnant des carénes dont le volume n’est pas nul. 
D'autres ensembles de valeurs singulières se présentent quand la 
surface du flotteur étant formée de Abo morceaux analytiques, 
le plan de flottaison vient à toucher l’une des arètes suivant lesquelles 
ils se rejoignent ou à passer par l’un des sommets auxquels ces arêtes 
aboutissent. 


Revenons aux intégrales doubles. Des exemples très simples mon- 


Lo gl 
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trent que les hypothèses faites au sujet de la frontière du domaine 
d'intégration sont bien indispensables. Ainsi l’aire de la région inté- 
rieure à la parabole y? — 2x = 0 et comprise entre les droites 


à TU, Det CURD, 
a pour expression 


ME 3 
( 7 uw); 
c’est une fonction analytique de w pour u > 0, mais non pour u=o; 
quand on suppose ensuite u < o l'aire en question devient constante. 
Pour v=o l'hypothèse 1° du n° 2 cesse d’être vérifiée. 
L’aire de la région déterminée par les inégalités 


2+ Y—I1—U<O, B+ y?—2u>0 (ue), 


est r(1 — uw) pour u >oet r(i+u) pour 1<<u<0; ce passage d’une 
fonction analytique à une autre correspond à l’apparition d’un point 
double à tangentes imaginaires dans une partie de la frontière et à la 
suppression de cette partie. 

Considérons enfin l'aire de la partie du plan comprise entre les 
droites x==1 et limitée aussi par l’hyperbole x*— y?—u=o. 
Cette région connexe pour u <0 se compose de deux parties séparées 
pour u > o. L’aire a pour valeur, pour vu > 0 


2 Der — u log er) : 
Vu 
C’est la somme de deux termes dont l’un reste analytique 
pour vw = 0, l’autre, ulogw, n’étant plus régulier pour cette valeur du 
paramètre pour laquelle l’hyperbole se décompose. Un résultatanalogue 
se présente quand u tend vers zéro par valeurs négatives, 


5. Théorèmes de Weierstrass et M. Goursat. — Nous allons étudier 
les singularités d’une intégrale double I(4) correspondant aux valeurs 
de u pour lesquelles l’une des conditions du n° 2 cesse d’être vérifiée. 
Un théorème bien connu de Weierstrass intervient constamment dans 
cette étude; en voici l’énoncé : 


Soit une série entière f(x, y, u) à plusieurs variables s’annulant 


dom dl PRÉC Ie ve. - Le à all 
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lorsque toutes ces variables sont nulles; f(0, y, 0) commençant par un 
. : 

terme de degré nen y. Cette série peut étre mise sous la forme ‘d’un pro- 
duit de deux facteurs, dont. l’un est un polynome de degré n par rapport 
à la variable y; le coefficient de y" est une constante A différente de 
zéro, les coefficients des termes de moindre degré sont des séries entières 
par rapport aux autres variables s'annulant lorsque toutes ces variables 
sont nulles. Le second facteur est une série entière par rapport aux 
variables x, y, u avec un terme constant A' différent de zéro. 


. Cette importante proposition définit (si l’on prend A’— 1) pour les 
fonctions analytiques de plusieurs variables un élément analogue à la 
partie principale d’une fonction f(y) analytique d’une seule variable y 
quand /(o)— 0, y étant pris comme infiniment petit principal. Tou- 
tefois les diverses variables ne jouent plus un rôle symétrique dans la 
formule de décomposition, l’une d’elles — y dans le cas précédent — 
étant distinguée des autres. 

Supposons qu'on distingue successivement a, y, w et écrivons les 
trois décompositions 
SLY hae (2; Veet) fC, Vy) Ye EV fe (era) 
=U(u; 2, y) fa(%, y, u), 
X, Y, U désignant respectivement les polynomes en æ, y, u et les 
termes constants de /,, f:, /; étant égaux a l’unité. On a donc 
x=Yy À = VC Ss, 


A 1 


et les quotients Le, fs peuvent être regardés comme des séries entières 
avec des termes constants égaux à l'unité. Les termes de moindre 
degré Ax", By’, Cu’ des séries f(x, 0, 0), f(o, y, 0), f(o, o,u)sont 
aussi les termes de moindre degré de X(æ:; 0, 0), X(0:; y, 0), X(o;0,u), 
Y(æ; 0,0), .... Cette remarque nous sera utile plus loin. 

M. Goursat a donné (Bulletin de la Société mathématique de France, 
t. XXXVI, 1908, p. 209) une démonstration du théoréme de Weiers- 
trass fort intéressante parce qu'elle lui donne un caractère élémentaire. 
Elle repose sur un lemme dont nous ferons également usage : 


Soit f(y) une série entière en y dont le rayon de convergence n'est pas 
nul; quand on y remplace les puissances de y d ‘exposant supérieur 


4 
2 
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à n—1 par les polynomes de degré n—1 en y déduits de la rela- 
tion o(y) = y"— nV = Pra Y" =... — ey = 0, le résultat de la 
substitution r(y) est un polynome de degré n—x dont les coef ficients 
sont des séries entières EN [heyy Us «+ «> Un AY aNt des rayons de convergence 
différents de zéro. 


En résumé, ce lemme définit pour une série entière en y, f(y) et 
pour un polynome o(y) de degré n, un nouveau polynome r(y) de 
degré n — 1 qui est l'analogue du reste d’une division où f(y) rempla- 
cerait le polynome dividende, o(y) étant le diviseur, la division étant 
ordonnée suivant les puissances décroissantes. L'existence de r(y) 


suppose toutefois que les coefficients des termes de degré inférieur à n 


dans o(y) sont en module inférieurs à certaines limites positives. On 
peut d’ailleurs admettre que ces mêmes coefficients et ceux de la 
série f(y) sont des séries entières par rapport à des variables autres 
que y s’annulant en même temps que ces variables; les coefficients du 
reste r (y) sont alors des séries entières par rapport à ces variables. 


6. Concours de trois arcs frontières. — Examinons d’abord le cas où 
pour une valeur particulière dew — que nous supposerons nulle — trois 
courbes frontières viennent concourir en un même point que nous 
prendrons comme origine. Leurs équations seront, en mettant en évi- 
dence les termes de moindre degré 


DL Vue OGY CU. = 0, 
PT, ¥, U) =a, 0 + boy +e,u+...=0. 
PEL M == C3 Bat Ds V 1 Cs... 0. 


Nous nous placons dans le cas le plus général et supposons le déter- 
minant 


CGE AERA 
Og Ge 
b, D; c: 


différent de zéro ainsi que les coefficients des termes de la troisième 

colonne: les courbes précédentes, prises deux à deux, donnent au 

voisinage de l’origine trois points d'intersection P,;, P,,, P,, dont les 

coordonnées sont fonctions analytiques de w; dans leurs développe- 
Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — DÉGEMBRE 1932. 46 


« i ke ss sans oo | 3. 
La 


Fa TU aeiTisant fee AE 4 : 
Then est de même des termes du premier nudes si 
en portant les coordonnées du point d’intersection des deux € 
= dans le premier membre de l’équation de la troisième. re 
_ Admettons alors que la position du domaine d ‘intégration, . par “hae 
_ port aux courbes frontières, soit caractérisée par des inégalités telles ré 
RG RS PS FT ENTER 
D’après ce qui précède, AT on passe d’une valeur EN axe 
petite de u à la valeur — w, chaque sommet du petit triangle curviligne nr: wy 
P.,, Ps, P, traverse la courbe opposée. Si donc un sommet Hee 2 “a 
triangle est pour u > o sommet de la frontière du domaine, ilcesse de IDF SE 
l'être pour u < 0. Dès lors le calcul de l'intégrale I(w) ne fait plus | 
intervenir les mêmes sommets voisins de O pour wu > o et pour u < TRS 
et bien que les expressions de I(w) soient analytiques pour u > 0 et Le 
pour u << o ces deux fonctions analytiques sont distinctes (tout en 
ayant la même valeur numérique pour u = 0). 


i oh ek En tot 


7. Contact de deux arcs frontières. — Étudions, en second lieu, & 
l’apparition d’un contact entre deux arcs frontières pour une valeur 
particulière de w, que nous supposons nulle, le point de contact étant 
pris comme origine O des coordonnées, la tangente commune comme ‘4 
axe Oy. | 

Les équations des arcs frontières peuvent être résolues par rapport 
a æ et donnent 


2—p(y, u)=au+ by +ocuy +du+..…., 
T=p(y, u)=au+b,y +acuy + du +.. 


9, et ®, sont analytiques; nous admettrons, en nous limitant au cas 
général, que les expressions a, — a,, b, — b, sont différentes de zéro. 
Pour u = o les deux courbes = 9,(y, 0), 7=9.(y, 0) sont tan- 
gentes en O; pour u voisin de zéro, les deux courbes ont deux points 
d’intersection voisins de O dont les ordonnées satisfont à l’équation 


$1 — Pa (G4 — a.) u+ (b,— by) 7? + 2(e,—c,) uy + (d,— da.) U+...=0. : 


Le premier membre est analytique en u et y; on peut appliquer à 
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cette équation le théorème de Weierstrass. Il montre que les deux 
racines y,, y, tendant vers zéro avec u, sont racines d’une équation 
du second degré à coefficients analytiques 


(1) P— 2a(u) y + B(u)—0, 


«(o)—0, B(0) =o, etB(u)commence(n° 5) par un terme du premier 
degré en uw; soit — eu ce terme; supposons pour fixer les idées e > o. 
Dans ces conditions 
ee pt eal) = at) = 8, 

sont réelles pour uw > o et sont fonctions analytiques de yw. Alors il 
peut arriver ou bien que les deux points d’intersection P,, P, corres- 
pondant à y, et y, soient sommets de la ligne frontière du domaine 
d'intégration, ou que l’un seulement de ces points intervienne. 
Pour étudier la nature de la singularité de l’intégrale pour u =o, il 
suffit de considérer la partie du domaine d'intégration voisine de O, 
en isolant, pour plus de commodité, cette partie par un petit rec- 
tangle. De toute facon, l'intégrale double I(w) comprend un terme 
analytique provenant de l’intégration étendue à la partie du domaine 
extérieure à ce rectangle d'isolement, et une somme de termes de la 


forme suivante : 
Yi Qi 
(uy f dy f Play tax; 
0 h 


h est une constante. On peut prendre le rectangle d’isolement assez 
petit pour que la première intégrale puisse être calculée en intégrant 
terme à terme la série entière f(x, y, u); le résultat est une série 
entière en y et u qui, intégrée par rapport à y, donne encore une série 
entière ; la substitution de y,, série entière en Vw montre que (i) est 
une série entière en Vu: il en est de même de l'intégrale proposée. 
Celle-ci se comporte d’une façon différente pour wu négatif et voisin de 
zéro, si toutefois elle conserve un sens. Il n’y a plus alors sur la fron- 
tière du domaine d'intégration de sommet réel voisin de l’origine. En 
définitive, quand un contact apparaît pour u =o entre deux ares fron- 
tières, I(u) est pour les valeurs voisines de u, d’un signe déterminé, une 
fonction analytique de VIu|; quand le signe change, I(w) peut cesser 
d’être définie; si elle le reste, elle est fonction analytique de u. 
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Le cas où l’on aurait en O pour uo un contact d'ordre p se traite 
d’une façon analogue. L’équation (1) est remplacée par une équation 
de même nature mais de degré p +1 en y; on cherchera quelles puis- 
sances fractionnaires de w interviennent dans les développements des 
racines réelles infiniment petites de cette équation. 

Enfin si deux arcs frontières donnés par des équations différentes 
se touchent en un sommet pour toutes les valeurs de uw et non pour 
une valeur isolée, l'intégrale I peut rester analytique. 


8. Point double à tangentes réelles. — Si dans la courbe fron- 
tière o(æ, y, u)— 0, point double apparaît pour une valeur particu- 
lière de w, nous supposerons cette valeur nulle, le point double placé 
en O et les bissectrices de l’angle des tangentes prises pour axes de 
coordonnées. Nous admettrons que 2, (0, 0, 0) est différent de zéro. 

Le théorème de Weierstrass montre que, pour, y, u voisins de zéro, 
on peut prendre une équation de la courbe frontière du second degré 
enya 

y?—24a(2, u)y+6(zr, u)=0, 


les coefficients a(a, u), B(a, u) s’annulent pour z=o, uo; les 
développements de a(a, 0), (a, 0)commencent par des termes du 
second ordre, celui de $(0, w) par un terme du premier ordre; ces 
hypothèses correspondent au cas général : le point double est alors à 
tangentes distinctes. On peut par le changement de x en 4x, de u en Au. 
k et h étant des constantes réelles, rendre égaux à +1 ou à — 1 les 
coefficients de x? et de u dans B(æ, o) et B(0, w), de façon à simplifier 
les calculs suivants. Les formes réduites utilisées seront alors, pour 
un point double à tangentes réelles, 


(2) J'—oa(r,u)y +B(x, u)=7 —-24+u+...—=0o 

et pour le point double à tangentes imaginaires, 

(3) Y'—2a(æ,u)y+B(x, vu) 72+ 2?—u+...=0. 
Enfin pour un point double à tangentes confondues 


(4) y2—20(x,u)y + Br, u)=p tu +. —o, 


Br: 
= 
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= 
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on peut mettre æ° en facteur dans (x, 0) et une puissance d’exposant 
au moins égal à 3 dans 8(a, 0). 

Dans le premier cas, la courbe frontière (2) admet pour u >> o deux 
points réels d’intersection avec Ow voisins de O et aucun pour u < 0; 
pour Oy les points analogues sont réels pour u < 0. 

Faisons tendre w vers zéro par valeurs positives; il suffit, comme 
plus haut, d'étudier la partie de l'intégrale I(w) correspondant à la 
partie du domaine d'intégration intérieure à un petit rectangle isolant 
l’origine; et nous pouvons tout ramener à l'étude de l'intégrale 
étendue à un segment s(u) compris entre un arc de la courbe et sa 
corde wh. Dans ces conditions, a varie entre X(w) eth; X(u) 
désigne l’abscisse du point de contact de la tangente à l’arc parallèle 
a Oy et vérifie l’équation 

a(x, u)—B(x2, uw) =2?—u+...=0. 

Écrivons 


h Ya 
ik f(z, y, u) dx dy =f dx f ftæ, y, u)dy 
S{&) X(u) in 


wma=a—VYe—B, a+ Va. 


On peut supposer / et par suite y,, y, assez voisins de zéro pour 
pouvoir effectuer l'intégration par rapport à y en intégrant terme à 
terme le développement de f en série entière, ce qui donne 


4 
(DV AY Se Oma OP MAUR Lamp ty” UP, 
2 0 
a4 


les a étant des constantes. Mais, puisque y,, y, sont racines de l’équa- 
tion 

f—aay+É—o, 
appliquons le lemme précédemment signalé de M. Goursat; il nous 
permet de substituer à la série Za,,,,æ" y"u? un polynome du premier 
degré en y, yy +0 dont les coefficients y(æ, u), 0(æ,u) sont des 
fonctions analytiques de æ et de w. Il vient ainsi 


Ja | 
ef fle, 7, ») dy =(w— yd (a, u) =2Ve— Bye, u). 
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Utilisons maintenant le théorème de Weierstrass pour transformer 
l'expression sous le radical, on a 


œ(æ,u)—f$(x,u)=[a—o2h(u)æ+p(u)]s(æ, u), 


A(w) et u.(w) sont des fonctions analytiques de  s’annulant pour u=o0; 
le terme de moindre degré de u. est —u; g(o, 0) =r et Vg(æ, u) est, 
comme g, une fonction 4 (a, w) analytique au voisinage des valeurs 0, 0 
des variables; on peut donc écrire 


fe f(z, y, u)dy =V2?— 2x +pn(x, u). 
Y1 


Nous simplifierons un peu les calculs qui vont suivre en faisant 
dans l'intégrale restante le changement de variable a= x, + A(u), ce 


qui donne 
a?— aA(u)x+p(u) —=xt —v(u), 


le terme de moindre degré du développement de o(w) est u; n(æ, u) 
se transforme en une fonction 6(a,, u) développable encore en série 
entière. Nous avons ainsi 


A), 
f O(a,, u) Vx? — o(u) dx, 
x: 
où X,—X — À, et e(u)— X'; on peut encore écrire cette intégrale 
hd 
Y(æs, u) 


oo 


(2, u)—=0 (x, u) (ai — v); 
Vo, u)——0(0, u)}v(u) 


en posant 


contient wu en facteur. 

On peut décomposer l'intervalle d'intégration X,(u), h — A(u) en 
deux intervalles partiels par une constante # comprise entre o 
et h— (uw). Pour u positif et voisin de zéro, X,(w) est compris entre o 
et #, Pintégrale étendue à l’intervalle #, À — A(w) est fonction analy- 
tique de w (n° 1); l’intégrale étendue à l'autre intervalle partiel 


* (ar, u) 


<a ca Saree! 
x, Var? — (uw) 


Liat) > 


Ti, 
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peut être obtenue, Æ étant pris assez voisin de zéro, en remplaçant 
dans le développement de Ÿ en série entière 


p(x, u) SD ae LU 
ay” par 
à LA 


(ja Se 
x, Var} — e(u) 


L’intégrale indéfinie correspondante a pour expression 
Hee (Ohio LES eats a ae 
= [EE =Pmz+ Q,log(x; + 2), z =x? = y= x? — X?. 


P,, est un polynome homogène en x, et X, dont tous les exposants sont 
de méme parité 


D) ae (m—1)a’?-3 (m—1)(m— 3) 


m ten) AUS LUE REIS Fire A 


Di DUR XF +. 500 


Q,, est nul si m est impair et a pour valeur, lorsque m est pair, 


“(Gn =1) (m — 3) .2.3 


C= X7 (Seah) = 


m(m—2)...2 


On démontre facilement (') que les séries 


KA (Ly; Xe it) = bmp PR ur, X2(X1, u) = Pe Orin in up 
m, Pp I, p 
sont convergentes pour |z,|<7r, |X,|<7, |u| <o, la série Ÿ l’étant 
pour |x,|<7r,|u|< oe. Pour avoir (4), on substitue & et X, ax, dans 
ces séries et l’on forme la différence des expressions obtenues, ce qui 


(:) On s'appuie sur le lemme suivant : Si, dans une série entière 
V(x, u) = LOmpx? u?, 


on remplace a” par un polynome homogène de degré m —1 par rapport à æ et 
une autre variable X 


mat 
De > yor XI ((+j=m—1), 


i=0. 


dont les coefficients sont dominés par un nombre A : | %;;|< A, le résultat est 
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donne (puisque 3 s’annule pour x, = X;) 
i( iw) = yy (Ky Xq, u)z(k,u) + y2( Xi, u) loglk + 2(k, w)] — 7a(Xj, w) log X;; 
s(k,u)—=V#— X?. 


Les deux premiers termes dépendent analytiquement de 4; comme 
X? = (uw) est une série entière en w contenant cette variable en fac- 
teur, le dernier terme fait apparaître la fonction logw, ou plutôt le 
produit wlogu, car (0,0) = 0 et par suite 7,(X,, w) s’annule avec u. 
La singularité que présentent 7(w) et I(w) se trouve ainsi étudiée : 
l'intégrale 1(u) est la somme d’une fonction analytique de u et du pro- 
duit d’une fonction de méme nature par ulogu lorsque pour u = 0 se 
présente un point double à tangentes distinctes réelles dans la frontière. 


9. Point double à tangentes imaginaires. — Nous partons de l’équa- 
tion déduite de la partie de la courbe frontière voisine du point 
double O, qui apparaît pour u =o, 


(3) y?— 24(2,u)y +B(æ,u)=> +2 —u+...—=0, 


les termes de moindre degré par rapport à chaque variable sont mis 


une série entière à trois variables 


> LES Ajj x" X/ ul, 


i,],p 


ayant un domaine de convergence différent de zéro s'il en est ainsi de la série d. 


7 : REC : M | 
En effet, si la première série admet une majorante ——————_————. le coeffi- 
se u 
1— —)(1—— 
( r ) ( p ) 


: i, es NE” M: M 
cient de æ'X/uf dans la seconde série est dominé par MA = MAS 
1 


seconde série correspond donc la série majorante 
I MA 
a Se Sa ae Ale SREY 
r æ X u 
b— —){ r——} (1— = 
r r 0 
On peut évidemment généraliser ce lemme en supposant non bornés les coeffi- 


cients du polynome E,, pourvu qu'ils soient dominés par des fonctions de m a 
croissance assez lente. 


FAN ANS De 
à 
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en évidence; «(æ, u)—= 5, u + ..., les termes non écrits étant de 
degré au moins égal à deux. 


Les racines y,, y: de l'équation (3) sont réelles pour 
AH) re X" (1); 
X'(u) et X’(u) étant les racines de l’équation en x 


œ(æ,u)—fB(x,u)=u—x +...—0o, 


qui tendent vers zéro en même temps que w; on peut en effet écrire, 
d’après le théorème de Weierstrass, 


(x, u) —B(a, u)=[p(u) + 2A(u) x — a] g(x, u) 


p(u)=u+ ...,A(0)=0, g(0,0)= 1. La partie de la frontière qui 
nous intéresse n’est réelle que pour w> 0; c’est alors une petite 
courbe fermée, qui disparaît quand u devient négatif. 

Procédant comme plus haut, on change x en æ, + À ce qui donne 
(en supprimant ensuite l’indice de æ,) 


a%*— B —[v(u) — 2?]G(2, u) Gi(6,o)==T. 


Tout revient à étudier l’intégrale double 


i(uy= ff fear 0) de dr, 


étendue à l’aire intérieure à la petite courbe fermée. Elle s’évalue 
comme précédemment en intégrant d’abord par rapport à y entre les 
limites y,, y: puis par rapport à x, les limites de cette seconde inté- 
grale étant — X(w), X(u) où X?(u) = v(u). 

On étudiera donc 


v(x, u) est développable en série entière, Ÿ(o, u) contient w en 
facteur. 
On remplace encore, dans le développement de , æ” par 


f X om dx —— 
eae ARR z VX (u)— 2. 
—xX 4 


Ann, Ee. Norm., (3), XLIX. — DécEMBRE 1932. 47 


370 ÉMILE COTTON. 
Les intégrales indéfinies correspondantes ont des expressions ana- 


logues à celles du n° 8 
TL . x 
In= f = Œ = Pm e+ Qnaresin Ÿ 


~ 


P,, et Q, sont formés maintenant avec x et X comme ils l’étaient anté- 
rieurement avec 2, et X,; mais s s’annulant pour les deux limites 
—X(u), X(u), les seuls termes restant dans l’intégrale définie pro- 


. . HA . . 
viennent de Q,, arc sin x; et comme Q,, est une fonction paire de X on 


trouve, après substitution des limites, pour /,, une fonction analytique 
de u. 

En définitive, ¢(w) n’est définie comme intégrale que pour # > 0, 
elle est néanmoins donnée par une série entière en w s’annulant 
pour u =o. Donc, dans le cas du point double à tangentes imaginaires, 
I(u) reste analytique pour uo; elle l’est aussi si elle conserve un sens 
pouru<o, mais les deux séries entières en uw donnant I pour # >o et 
pour u <{ 0 n’ont pas les mêmes coefficients. Il peut arriver aussi que 
I(w) ne soit définie que pour vw > et qu'on ait ainsi une seule série 
entiére. 


10. Exemple. — Nous rencontrerons les circonstances précédentes 
et les rattacherons à d’autres questions en étudiant l’aire A de la 
courbe de Cassini, lieu des points dont le produit des distances à deux 
points fixes F, F’ a une valeur constante yw; la fonction dont on prend 
l'intégrale double est ici égale à l’unité, seule la frontière du domaine 
d'intégration dépend du paramètre variable w. 

En prenant comme pôle le milieu O de FF’, comme axe polaire la 


droite FF’ et choisissant 


comme unité de longueur, l’équation de 


2 


la frontière est 
0 — 2p” COS 2.6) a= T= —0: 


iY 


Cette frontière est réelle pour wu réel et positif, d’un seul tenant 
pour u > 1; quand wu tend vers l’unité en décroissant, un étranglement 
se produit dans la frontière qui acquiert un point double à tangentes 
réelles pour vu = 1, on a alors une lemniscate; pour 1 > u > 0 la fron- 
tière se compose de deux courbes fermées distinctes, et pour u =o 
on a deux points doubles à tangentes imaginaires. 
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L’aire A i | 
aire A a pour expression pour u> 1 


I 


27 
LE 2 = 
A=> \/cos 20) + u — 1 du, 
0 


ou en prenant pour variable d’intégration © — 20, 


ia Vie Sing de = a Vu f 
0 


0 


QE 
QE 


V/1—Esintgde avi, 


E étant le nombre de Jacobi correspondant au module # — 


Vu 
On peut contrôler les résultats que nous avons donnés (n° 8) en 
utilisant l'équation différentielle (‘) que vérifie E, considéré comme 


a I 
fonction de x= : 


dE 1E Fe 
ARE ts) +7 B= 


et étudiant, par application du théorème de Fuchs (7), ses intégrales 
au voisinage du point singulier. 
C’est une équation de Gauss que vérifie la série hypergéométrique 


I I , : x 
F(e RE x). En posant x = 1 — x’, on a une équation de même 


Herr I I Pee ; : ; c Be 
nature vérifiée par F 5 — a? 0, & ) équation qu on étudie au voisi- 
nage de a’ = o et qui admet une seconde intégrale contenant un terme 


logarithmique produit d’une série entière en x’ par loga’. Comme 


1 NP à 
i NS = 


7 peut être pris pour paramètre à la place de w et 


s’annule pour vw = 1, on retrouve bien le résultat antérieur (*). 

La même vérification peut être faite, mais plus longuement, en 
utilisant les formules donnant l'expression de E [Tannery et Mork, 
Ouvrage cité, formules (CXXIV), p. 130-131]. 


(2) Tannery et Moin, Théorie des fonctions elliptiques, t. IV, p. 157, for- 
mules (CXLV);. 
(2) Voir Goursat, Cours d’Analyse mathématique, t. Il, Chap. XX. 


= LR ; AN 
(*) Le facteur 2 Vu—=2(1— x) ? donne une série entière en «’. 
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Quand le paramètre réel w est compris entre zéro et l'unité, l'ex- 
pression de l’aire est 


co 
—— x T 
A= af Vu — sin?20 dw, sin 2% U, Eee 
0 


/ 


Le changement de variable sin2 = Vu sing donne 


1 — sin? 
A œuf! "do 
o VV t= sin“ 
d9 oe 


= Vi— usin?® dg —(1—u) —————— —E—(1—-u)K, 


/ Lg 
0 0 VI— wsim 9 


À 


al 


la 
WI A 


E et K étant les nombres de Jacobi construits maintenant avec le 


module =u. En posant æ—u, une des formules CXLV de l’Ou- 
vrage de Tannery et Molk donne 
; dk 


A= E—(1—2)K=227(1— 2) —: 


L'étude de A au voisinage des valeurs singulières o et 1 de æ (ou 
de w) est ainsi ramenée a celle de K : Une série entière en x = f° 


re : dk 2 À : 
donne K : et par dérivation —; l’aire A est bien aussi donnée par une 


série entière en w pour u voisin de zéro; et l’on vérifie aussi l'apparition 
dans l'expression de A d’un terme en (t— uw) log(1 — w), pour le point 
singulier u — 1, en utilisant les formules CXX. 


11. Formules de réduction pour certaines intégrales. — Si un point 
double à tangentes confondues apparait dans la frontière pour u — 0, 
on peut encore aborder l'étude de cette valeur singulière comme plus 
haut. On utilise la forme réduite (4) de l’équation de la frontière 
donnée par le théorème de Weierstrass 


y?—2a(a,u)y+6(a2,u)=0, 

mais cette fois a(a, 0), 5(æ, 0) commencent par des termes d’ordres 
respectifs au moins égaux à 2 et 3, etal’expression «? — 5 on substitue 
une expression R(x, w) polynome en x de degré au moins égal à 3 


“eS FAL ee 
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dont les coefficients, analytiques en w, s’annulent pour u—0, sauf 
pour le coefficient du terme de plus haut degré qu’on peut prendre 
égal à + 1 ou à — 1. Le développement de RCo, uw) commence par un 
terme du premier degré. 

L'intégrale double. étendue à un petit rectan gle de centre O est rem- 
placée par une intégrale simple 


: = = Nae 
rH Ga Deu Lea aie "Y(ws a) dx He 
= fem VRar= f He 


Ÿ—=9R ou par une somme d’intégrales analogues. Les deux bornes 
æ', x" sont soit deux racines réelles de R =o soit une telle racine et 
une constante À voisine de zéro. 

Nous avions ramené précédemment le calcul des intégrales ¢(w) au 
calcul d’une seule d’entre elles, correspondant à d— 71, qui nous 
donnait suivant les cas un logarithme ou un arc sinus; nous allons 


montrer qu'il suffit de considérer les intégrales 


a" a” dx 
ae! VR 


ta D 
où m est inférieur au degré de R. 

La propriété serait évidente si Ÿ était un polynome en x, puisqu'il 
suffirait alors d'utiliser les formules de réduction des intégrales hyper- 
elliptiques; mais ici, où nous avons affaire à une série entière, une 
première question se pose, comme plus haut, celle de la convergence 
des séries qu’on rencontre en remplaçant dans la série double | pour 
le caleul dez(w) les termes en x” par les intégrales correspondantes £,, ; 
le théorème suivant permet d’y répondre : 


Une intégrale |= { ee où 2° est un polynome de degré n en x dont 


le terme de plus haut degré a pour coefficient + 1 et qui n’admet pas de 
racines multiples, soit 


D (Cla ee AU, — Un); 
et où Lestune série entière en x dont le rayon de convergence n'est pas 


nul 
VB) HO, Ba Oe e+... 
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peut être mise sous la forme 
1=Q, I, + Q,L+...+ OS Re = Ez, Lesh 


akdx 
= > 
Qu, Q, ..., Qu étant des séries entières en a,, a, ..., a, et E une 
série entière en x, a, ..., a; les rayons de convergence associés de ces 
séries étant différents de zéro. ; 


La méthode de démonstration étant indépendante de la valeur de n, 
nous l’exposerons, pour abréger l'écriture, en prenant n=4 et le 
coefficient de x” égal à + 1. 

Comme on le sait, l'identité 


a 


conduit à une formule de réduction qui, avec les notations indiquées, 
est 


(5) 3 SRLS axa a BRAD a RL RES à 
cae ET 1 1k+2 ak+-4 gtk+ 2k +4 34k 
PRET a ceed 
EY ae Sn ET EC 


et qui donne pour p24 

(6) T= Ams + Apel + Aps Li + Apa lo + ops, 
les coefficients À,; sont des polynomes en a,, dz, a;, 4,3 5, est un poly- 
nome en 2,,.a,, Gi, ay, D 


Ces polynomes se calculent immédiatement pour les petites valeurs 
de p, et, pour p= 7 vérifient les formules de récurrence : 


2p — 1 20 —2 2p —3 2p —{ 
(7) ET — LS TRE Qi Api + PE des a; Ap—sit ue a, Kp—sis 
2p 2p 2p 

à 2p —1 2D —:2 
(8) od oe oa a,o,+—# AsTp—1 

2 2p 

ap — 3 2p —/ ap? 

P Az T ps + £ 2 QT p—3 + 
2p P 


Considéré comme fonction des racines e,, e», es, e, de 


D A LŸ — a,x*—a,x — A, 


à qi 
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Xi est un polynome homogène dont le degré p + i — 4 est aussi le 
poids de A,; considéré comme fonction de a,, ay, as, a, affectés respec- 
tivement de poids égaux à leurs indices. 

Supposons que les a satisfassent aux inégalités suivantes où ¢ est 
un nombre compris entre zéro et l’unité : 


[al <p, Cp EN as pr, ac pt 


et cherchons des expressions dominant les X,; (c’est-à-dire surpassant 
leurs valeurs absolues); nous les déterminerons en remplaçant les 
relations (5) par les suivantes : 


(9) Trig 0 Tite + Pr + D Tr + pt Tey, 


obtenues en remplaçant les coefficients des seconds membres des for- 


mules (5) par des nombres qui les dominent respectivement et sup- 


primant toutefois le terme indépendant des I qui n'intervient pas dans 
le calcul des À. Nous remplacerons de même les formules (6) par 


(10) Fp Pr PP Ts + Bpx PP Te + Ups PP Da + psp? To, 


uw; désignant la somme des modules des coefficients des monomes 
en d,, Gy, 43, a, dans le polynome À,; ou un nombre supérieur à cette 
somme. On peut prendre les p. vérifiant les relations de récurrence 


pti pit puit Bp—ait Mp-si 
analogues à (7), qui donnent aisément 


Bobi Ppi= Pi Mp-ui 
d'où ; 
pric 2B pi 
et, comme 
Pit, 
Uni 27, Psp er te 


La série (a) admettant une majorante » le coefficient «, vérifie 


TL 


I — — 


R 

l'inégalité 
; A 

la Bp’ 


° 9° a 
A ce même terme «,x?, nous faisons correspondre dans l'intégrale 
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les termes «,A,:1,-; dont les coefficients «,A,; sont dominés par 
A a ES are ave . A p—# eS r , 

eee eta ey a fortiori (puisque 9 <1) par pg; (29)? *. L'intégration 
terme à terme de la série ¥(x) donne donc pour les coefficients de 1,, 
I,, I,, I, des séries entières en a,, Az, a3, a, convergentes lorsque 


R 
laj<p; Ial<p, lasl<p, |al<p, poz: 


Au terme «,2? correspond encore par l’intégration &,9,3. On 
démontre facilement avec les formules (8) que a, est un polynome 
en dy, A, 43, 4,, x homogéne et de degré p — 3 par rapport ae,, és, 
BOL: 

Procédant comme plus haut, nous prendrons comme expression 
dominant 5, le monome <,c/—*, en calculant de proche en proche les 
coefficients +, par les relations suivantes [correspondant à (8)]| 


~ 


Tp+1 — Tp = Tp—-4 = Tp—2 + Tp—3 + I 
d’où l’on déduit encore 7,,, < 27,, et, comme on peut prendre 7,=1, 


TL 21%, Alors |o,|<(29)?~*; les coefficients de 3 dans l’intégrale 
forment une série entière en @,, a, 4,, a,, x convergente dès que 


CE EG |S Oy gl D CPR eg a ee OY, CR RES, pon. 


Revenons aux intégralesz(w); les coefficients a du polynome R(a, uw) 
sont des fonctions analytiques de w s’annulant pour v=o; les inéga- 
lités (11) peuvent être simultanément satisfaites en prenant | w| et |x| 
assez voisins de zéro. En substituant aux coefficients a leurs expres- 
sions en fonction de w, les coefficients Q deviennent des séries entières 
en wet E s'exprime de la même façon en fonction de w et dew. Faisant 
maintenant intervenir les limites des intégrales, a2’, 2”, nous voyons 
que lorsqu'elles sont racines de R=o (et des = 0)E n'intervient pas, 
et que si l’une de ces limites 2’ est une constante (de petite valeur 
absolue) E est fonction analytique de w. 

En définitive, l'étude de la singularité de l'intégrale double revient 
à celle des singularités présentées par les intégrales. hyperellip- 
tiques z,,(w) considérées comme fonction du paramètre wu dont 
dépendent les coefficients a du polynome et par suite les racines 
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et notamment les limites de l'intégrale, c’est-à-dire à des questions 
voisines de celles étudiées par Fuchs dans un article bien connu sur 
les ¢ modules de périodicité des intégrales hyperelliptiques (Journal de 
Crelle, t. 71, 1870, p. 91). Mais Fuchs supposant que les coefficients a 
sont des polynomes en u, une étude nouvelle est nécessaire pour le 
cas où ils sont des séries entières. Cette étude est facile dans le cas 
actuel où tous les coefficients a de R(x, u) s’annulent pour u—0, 
et où la série entière a,(w) commence par un terme du premier degré. 
Avant de la faire, indiquons comment quelques-unes des questions 
traitées jusqu'ici se posent quand on cesse de supposer tous les élé- 
ments réels. 


12. Variables complexes. — L'extension des résultats du n° 1 au 
b 
cas d’une intégrale f f(x, u)dæ, où la variable et le paramètre 


peuvent être tous deux complexes, peut être faite soit par une méthode 
de subdivision du chemin d’intégration analogue à celle que nous 
avons suivie, soit par l'application des théorèmes de Cauchy ('). Si 
l'on imagine alors que la fonction /(æ, w) est définie comme résultant 
de la substitution à y dans une fonction g(a, y, u) d’une fonction 
implicite y(æ, u) donnée par une équation o(x, y, u)= 0 get o étant 
holomorphes) l'intégrale ainsi définie 


b 
I(u) SE eg u)ar, DA VU) == 0, 


est, pour les éléments complexes, l’analogue des intégrales curvi- 
lignes et par suite des intégrales doubles relatives aux éléments réels. 

Les singularités qui correspondent pour I(w) à un point singulier 
des limites a(w), b(u) sont faciles à étudier lorsque, pour les valeurs 
de w voisines de la valeur singulière w, considérée, a et b sont donnés 


4 
par des séries entières procédant suivant les puissances de (u — uw, )’ 
(p entier); ceci est l’analogue des singularités des intégrales curvi- 
A . Tr ’ ’ 
lignes ou des intégrales doubles à éléments réels, provenant dé l’appa- 
RE  — 

(*) Voir Goursat, Cours d'Analyse, t. I, Chap. XVI. 
Ann. Ee. Norm., (3), XLIX. — DéceuBre 1932, 48 


À x RTE 
sate 


Plaid 


rition d un contact entre deux ares du. e 
frontière. | v | 
Enfin pour définir (uw) pour une valeur déterm 


connaître sinon exactement le chemin suivi par 

aller d’une borne a(u) à l’autre, du moins la position de « 

par rapport aux points singuliers æ—e(u) de la fonction 
cite y(æ, u). Siu varie peu, cette situation respective ne se modifie | he 
pas, sauf lorsque plusieurs de ces points critiques e;(u) viennent pour — 
une valeur w, de w se réunir en un point situé sur le chemin d'inté- 
gration : cette valeur singulière u, est analogue à celles qui corres- 
pondent à l'apparition d’un point multiple dans la frontière d’un 
domaine d'intégration double à éléments réels. 


13. Point DAE dtangentes confondues. — Revenons aux intégrales a 
hyperelliptiques Gree damned considérées ; le dernier coef ficient a,(u) 
du polynome R(x, u) placé sous le radical carré commençant par un 

terme du premier degré en u, le chemin d'intégration est porté par l’axe 
des quantités réelles, les bornes de l'intégrale sont soit deux racines 
réelles e,(u), e,(u) soit une telle racine et une constante Æ (lorsque la 
queston se pose, comme plus haut, à propos des intégrales doubles, 
il n’y a pas lieu de s'occuper du cas où aucune des racines e;(u) ne 
serait réelle). £ 
On sait que les racines e,(w), e,(u), ...,e,(u) sont données par 


une seule série entière (ici sans terme constant) où la variable 
a 


est #" quand on donne successivement à cette expression ses n déter-. 
minations. Mais, étant réel et positif, on peut aussi représenter ces 
-racines par 7 séries entières par rapport à la racine arithmétique 


Vu =; 


l'une au moins de ces séries est à coefficients réels, soit e,(w); il peut 

en exister au plus une autre qui sera désignée alors par e,(u). 
Prenons v comme nouveau paramètre, faisons le changement de 

variable a = vz, posons e,(w) = ve,(v); les nombres ¢, (0), ase 

é,(0) sont représentés par les somite d’un polygone régulier dant 

le centre est à l’origine. Cette transformation isole ainsi les uns des 
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autres les points critiques, car au lieu de R(x, w), nous aurons $ S(z;v) 
défini par 


R(a#, w) = (a — e,) (£2 —e,)...(a@ — en) =v" S(s, v), 
Beg) = 6.) (a — a) (en). 


a” dx ms 
inc pie) ==" V Nite 


j ae _ aM ds. . 
m V8) 3 5 


3’ et s” sont soit deux racines e,(v),e;(v) (correspondant a e,, €), soit 


L'intégrale 


une racine €, (y) et =. Subdivisons l'intervalle 3’, 2” par deux bornes 
intermédiaires z,, 3,3; 3, étant voisin de £,(0) et 3,, suivant les cas, 
voisin de ¢,(0) ou très grand en valeur absolue. 

L'intégrale étendue à l'intervalle z,, 3, est une fonction analytique 
de v (n° 1); pour celle relative à l’intervalle &,, z, on pose 


B= &(v) + © 


ce qui donne sous le signe f une série entière env ef € qu’on intègre 


par rapport à € entre les limites o et V3, — e,(v). Comme 
Vi — (Pr) = Va — €,(0) — (av) —e(0)] 


est une série entière en y dont le terme constant V3; — ¢,(0) est voisin 
de zéro, on arrive finalement à une série entière en v. On procède de 


A 


même pour le troisième intervalle lorsque 3”=¢,(v). Enfin 
te 


k gin 
quand s”= = on observe que TE est le produit de 3 ® par une série 
Vv 


et vou VE et v (suivant la parité de 7); l'intégrale indéfinie 
~ 

peut done comprendre une série de méme nature un polynome en z 

ou Vz, à coefficients analytiques en v, et enfin un terme en logz 


multiplié par un coefficient analogue. Après substitution de la 
1 


ale 


entière en 


Pre k roa ie = EN [ 
limite = on a une série entière en vv ou uw", un polynome en > 
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ou ee et enfin un produit dont les facteurs sont logy (ou ; logu) et 
mw” 


1 


une série entière en Vy ou #”. ; 

Si l’on revient à l’origine de cette question, c’est-à-dire a l'étude 
des singularités d’une intégrale double correspondant à l’apparition 
d’un point double sur la frontière du domaine auquel on l’étend, on 


. . , , . I 

voit qu’une telle intégrale étant finie, le polynome en —- ne peut se 
un i 

, , se . . . . , 
présenter et qu’enfin la série qui multiplie le logarithme s’annule 
pour u — 0. | 

En résumé, dans le cas du point double à tangentes confondues les 
résultats ne diffèrent de ceux antérieurement obtenus que par la variable 
des séries entières figurant dans les deux formes possibles, variable qui 
peut étre alors une puissance fractionnatre de u. 

Tout ceci suppose d’ailleurs que la dérivée +, du premier membre 

e l'équation o(x, y,u)—=0o ami es courbes frontières n 

de l’équat : de la famille d bes front e 
s’annule pas pour x = y = u — 0; hypothèse dont nous avons donné, 
dans l'introduction, un énoncé géométrique. 


14. Intégrales triples. — Nous ne nous occuperons pour une telle 
intégrale I(w) que de l’apparition, pour une valeur isolée (w =o) du 
paramétre, d’un point double sur l’une des faces analytiques consti- 
tuant la frontière ('). Nous supposons que le cône des tangentes au 
point double n’est pas décomposé et nous prenons ses axes comme 
axes de coordonnées. En multipliant les coordonnées et le paramètre 
par des constantes convenables, l’équation du morceau de frontière 
considérée se ramène à l’une des formes 


P(X, y, 5, U)= 22+ y +Eer+u+...=0 EEE) 


les termes de moindre degré de 9(æ, 0, 0, 0), &(0, y, 0, 0), ... étant 
mis en évidence; nous admettrons même, en utilisant le théorème de 
Weierstrass, que 9 est un polynome du second degré en y. En excluant 
une partie du domaine d'intégration qui donne une fonction analytique 


(') Les autres singularités sont, en général, faciles. 
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de wu, nous étendrons l'intégrale à un domaine restreint avoisinant 
l’origine et compris entre deux plans P’, P” parallèles à Oy très 
voisins de æO y. 

Soit d’abord ¢=—r, la section de 9 — 0 par un plan P de cote z 
situé entre P’ et P’ comprend une petite courbe fermée. Admettons 
que le domaine restreint d'intégration avoisine l’intérieur de cette 
courbe, intérieur que nous désignerons par o(3,u); ceci suppose 
toutefois que z reste compris entre la cote / de l’un des plans P’, P” et 
une cote C¢w) d’un plan tangent à 9 = 0 parallèle à vO y, sans quoi la 
petite courbe ne serait pas réelle. 


La fonction {(u) est analytique, en Vu, elle est en effet donnée par 
les trois équations | 


Opa Jas... 0, 
Oj BY res 15 0, 
OSS Sy — BO, 


les deux premiéres donnent x, y comme fonctions analytiques de z et 
de w, et 3 se calcule apres substitution dans la dernière équation, ce 
qui donne en général deux racines infiniment petites, fonctions de uw; 
C(u) désigne l’une de ces racines. 

Nous écrivons l'intégrale à étudier 


Cu) 
I(t) le asf { fla, ¥, 5, u) dx dy, 
h 


f étant analytique, l'intégrale double 
ja u)=f fit, su) de dy 


étant étendue au domaine o(z, u), du plan de cote =, est une fonction 
analytique de 3 et w. On peut, il est vrai, objecter que le domaine o 
n’est défini que si o, C(w), z, A forment une suite croissante ou une 
suite décroissante. Mais, en calculant 7 comme plus haut, en intégrant 
d’abord par rapport à y puis intégrant le résultat obtenu par rapport 
à æ on démontrera que / est la valeur numérique d’une série entière 
en z et uw, qui est convergente pourvu que | =|, | wz! soient assez petits. 

Regardons 3, u comme les coordonnées d’un point M d’un plan; la 


partie ¢ du nek pour IE I intégrale ae ee lé 
que sur une partie R’ de la région R; R’ est séparée ¢ 
restante R” par la ligne z =C(w), On peut appliquer alors à i 


| Gu) 4 aes 
simple ihe j(z, u)dz les résultats du n°1 en prenant toutefois comme ape 
À 4 


# 
s .. 4" 


paramètre w'— Wu au lieu de u. 

En définitive, si, pour u infiniment petit positif, une saillie de las as 
frontière du domaine servant à définir l'intégrale triple s'aiguise jusqu’ 65 ae 
former l’une des deux pointes aboutissant à un point double à cône de 


tangentes réel, l'intégralel(u) est représentée par une série entière en Vu. . 
Au contraire, st le point double apparait par étranglement d'une : 

partie tubulaire de cette frontière, comme il arriverait pour la forme 

réduite précédente et pour w voisin de zéro et négatif, les limites de 


l'intégration relative à z seront deux constantes, et I(u) est alors — 
représentable par une série entière en u. Lee 


Soit enfin e—reto—2x+7y + 3° —u+ .... Lorsque le cône des 
tangentes au point double étant imaginaire, sans étre décomposé, une a 
petite partie fermée de la frontière du domaine de Vintégration vient à 33 
disparaitre quand u tend vers zéro par valeurs positives, on a de nou- É 
veau une série entière en Vu, car les deux limites de |’ intégration par 4 


rapport à z sont aussi des séries de cette nature. ne: 


15. Remarque. — M. Picard a bien voulu nous signaler, au moment 
de la correction des épreuves de cet article, que plusieurs des 
résultats qu’il contient s'étaient naturellement présentés à lui dans ses 
travaux sur les fonctions algébriques de deux variables. | 

Cette indication nous paraît devoir être très utile pour poursuivre S 
l'étude des questions abordées ici (n°* 8 à 13). On se reportera notam- 
ment à sa Théorie des fonctions algébriques de deux variables indépen- 
dantes (t. 1, Chap. IV, Section IV) et à son Ouvrage récent de la Col- 
lection des Cahiers scientifiques de M. Julia : Quelques applications 
analytiques de la théorie des courbes et des surfaces algébriques * 


(Chap. V, Section II). 


_ ERRATA. 


pe M. Grorces Ginaup : Sur certains problèmes non linéaires de 
Neumann et sur certains problèmes non linéaires mixtes (Annales scienti- 
… fiques de l'École Normale ivre t. XLIX, 1992 de 245 à es 


au lieu ex GE lire : 
| voisines Met voisine 
—= mèmes A ; même 
13 re 
à 11 Mise en équation Mise en équations 
De in : 8 en rem. ___ variable À variables 


= PA 


AUS pil 9 A (supprimer la virgule) 


nt vase Ore: est C'est 

ee. Sen rem. RE 9 

Se RARE BO Me ai Wh OAD oes AUX) 
dernière » Day Pa 
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